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ANOTACIJA

Sobrid dazadas pasaules valstis publiskie (valsts) un privatie uznémumi izmanto
stohastisko modelésanu prognozésanas joma, ar mérki noteikt sagaidamo (prognozéto)
procentu likmju terminstruktiiru, valiitu kursus, inflacijas ltmeni, elektribas pieprasijumu
dazados laika posmos, atvasinato finanSu instrumentu cenas U.C., lai izzinatu optimalo
valdibas parada vadibas politiku, veiktu finansu risku ierobezosanu, krajumu modeléSanu
un dazadu finanSu aktivu cenu noteikSanu.

Lidz ar to ir svarigi prognozét nakotnes vertibas finanSu aktiviem un
makroekonomiskajiem datiem. Viens no pazistamakajiem prognozeSanas instrumentiem ir
Boksa-Dzenkinsa (Box and Jenkins, 1970) autoregresivais integrétais slidosa vid&ja
(ARIMA) modelis. Tacu Boksa-Dzenkinsa metodologijai ir savi trikumi (netiek nemtas
véra aktivu ienesigumu sadalfjuma “smagas astes” (fat tails) un “augstas virsotnes”
(leptokurtic)). Musdienas veicot prognozésanu, pieméram, finansu joma, nakas saskarties
ar datiem, kas nav heteroskedastiski (svarstibas nav stacionaras — pastav straujas izmainas
dazados laika intervalos). Darba aktualitati nosaka fakts, ka pasaul€ Sobrid ir izstradatas un
prognozesana pielietotas daudzas un dazadas programpaketes, kas aprékina ari prognozes
kludu, parasti ar maksimalas ticamibas metodi, tacu neviena no tam neparbauda, vai §1s
klidas sadalijjumam ir izpilditi stabilitates nosacijumi. Tadél pieprasijums péc
prognozésanas metodém, kas biitu piemérotas darbam ar sérijveida koreléto datu dinamiku,
liecina par promocijas darba t€mu aktualitati.

Promocijas darba rezultats ir $ada modela koncepcija un pielietojums:

- veikta Hestona modela reprezentacija diskréta telpa;

- noteikta opciju parcenoSanas formula, pienemot, ka aktivu cenu izmainas
paklaujas diftizijas procesam, kas nem vera ienesiguma autokorelacijas.
Balstoties uz So formulu, iegiiti opciju jutiguma méri (Option Greeks);

- atrasti neparametriskas regresijas koeficienti, izmantojot Franka kopulu;

- atrasts GARCH(1,1) modela konvergences laiks stacionarajam atrisinajumam.

Darba praktiskais lietojums saistits ar precizaku opcijas cenas noteikSanu jebkurai
tirgojamai akcijai. Savukart kopulveidigas neparametriskas regresijas izveide ikvienai
laikrindai un iegiito rezultatu izmantoSana prognozéSana palidz pienpemt pareizus fiskalas
politikas lémumus, kas attiecas uz makroekonomiskajiem datiem, vai palidz pienemt
pareizus 1€mumus par finansu tirgus situaciju, lai veiktu opciju pirkSanas/pardosanas
darfjumus. Tada veida politikas lémgji, treideri un citi ar investiciju lémumu pienemSanu
saistitie specialisti var iegtt visprecizako informaciju.

Darba aprobacija veikta, prezent€jot izpetes rezultatus 14 starptautiskas zinatniskas
konferencés un seminaros, publicéjot 10 zinatniskos rakstus starptautiskos zinatniskajos
izdevumos.

Darbs sastav no piecam nodalam un secinajumiem. Darbs satur 134 lappuses,
40 attelus, 7 tabulas un 94 nosaukumus literattiras saraksta.



ABSTRACT

Nowadays, a variety of public and private companies around the world use
stochastic modelling as prediction tool, in order to determine the expected interest rate
term structure, exchange rate, inflation, demand for electricity in different time (or year)
periods, derivative pricing, as well as to carry out the optimal government debt
management policy, hedging, inventory modelling and various financial assets and
derivatives pricing.

Therefore, it is essential to predict the future value of financial assets and the macro
data. One of the most well-known forecasting tools is Box-Jenkins (1970) autoregressive
integrated moving average (ARIMA) model. But Box-Jenkins methodology has its own
flaws (it does not account for fat tails and leptokurtotic distributions of an asset returns).
Modern forecasting, for example, in finance, faces problems with data heteroscedastity
(volatility is not fixed — there are rapid changes at different time intervals).

Promotion work becomes actual due to the fact that in the world currently a lot of
different softwares have been developed and are used to forecast, which take into
consideration the forecast error that is usually calculated based on the maximum likelihood
method, but none of them checks whether or not the stability conditions are met. Therefore
demand for forecasting methods that are suitable to work with serial correlation in data
dynamics maters the thesis topic actual nowadays.

The result of the thesis are the following model representation and applications:

- Heston model representation in a discrete space was derived.

- Option reprising formula was evaluated, assuming that the asset price changes
are subject to the diffusion process, which takes into account autocorrelation in
the rate of return. Based on achieved results revalued option sensitivity measures
(Option Greeks) were derived.

- The coefficients of a semi parametric regression were found by utilising of
Frank copula.

- A GARCH (1,1) model convergence time to a stationary solution was estimated.

Practical value of the promotion work’s results is associated with the better option
pricing technique for any tradable stock. On the other hand, development of copula based
semiparametric regression of any time series and use of the results in the forecasting helps
to make the right fiscal policy decisions when it comes to macroeconomic data, or helps to
make the right decisions regarding the financial market situation in order to take an option
buy or sale position. This way one can get the best information to policy decision-makers,
traders and other investment — related professionals.

The approbation of the thesis has been achieved by presenting the results at
14 international scientific conferences and seminars, by publishing 10 articles in
international scientific journals or conference proceedings.

The thesis consists of inroduction, four chapters, conclusions and appendixes. It
contains 134 pages, 40 figures, 7 tables and 94 references.
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Teémas aktualitate

Informacijas teorija péta informacijas parraidi, apstradi, ieguvi un izmantoSanu.
Abstrakta veida informaciju var uzskatit par nenoteiktibas risinajumu [1]. Sobrid dazadas
pasaules valstis publiskie un privatie uznpémumi kraj dazada veida informaciju un izmanto
stohastisko modelésanu §is informacijas analizei, lai noteiktu sagaidamo procentu likmju
terminstruktiiru, valiitu kursus, inflacijas Iimeni, elektribas pieprasijumu dazados laika
posmos, atvasinato finansu instrumentu cenas u.c. Tas nepiecieSams, lai aprékinatu
optimalo valdibas parada Iimeni, veiktu finanSu risku ierobezosanu, krajumu modelesanu
un dazadu finanSu aktivu cenu noteikSanu. IepriekSminétas informacijas apjoms [2]
nepartraukti palielinas, un misdienas prognozu izstradataji saskaras ar apjomigu datu
daudzumu. So datu apstrades metodes var kavét lémumu pienemsanu. Lidz ar to ir
nepiecieSami atri informacijas apstrades algoritmi, kas balstas uz neparametriskajiem
modeliem. Saja sakara promocijas darba ir izveidotas iterativas prognozésanas procediiras,
kuras balstitas uz kopulveidigajam [55] regresijam.

Misdienas ir svarigi prognoz&t nakotnes vértibas finanSu aktiviem un
makroekonomiskajiem datiem. Viens no pazistamakajiem prognoz&Sanas instrumentiem ir
Boksa-Dzenkinsa (Box and Jenkins, 1970 [93]) autoregresivais integrétais slidosa vidgja
(ARIMA) modelis. Bet Boksa-Dzenkinsa metodologijai ir savi trikumi, pieméram, netiek
nemtas veéra aktivu ienesigumu sadalfjuma ‘“Smagas astes”un ‘“augstas virsotnes”
(leptokurtic). Misdienas veicot prognozésanu finansu joma, nakas saskarties ar datiem,
kas ir heteroskedastiski. Laikrindu svarstibas nav stacionaras — pastav straujas izmainas
dazados laika intervalos. Tadgjadi atbildigajam specialistam butu jalieto prognozéSanas
metodes, kas ir spgjigas reagét uz datu svarstibu izmaipam un sérijveida korelacijam.
Hestons [70] bija viens no pirmajiem, kur$ nodarbojas ar stohastisko svarstibu modeliem
un piedavaja aprakstit dispersijas procesu ar atsevisku stohastisko vienadojumu, bet nav
pievérsis uzmanibu modela atbilstibas parbaudei realajiem datiem. Darba aktualitati
nosaka fakts, ka pasaulé Sobrid ir izstradatas un prognoze&Sanai pielietotas daudzas un
dazadas programpaketes, kas aprékina ari prognozes kladu, parasti ar maksimalas
ticamibas metodi, bet parbaude, vai §is klidas sadalijjumam ir izpilditi stabilitates
nosacljumi - momenti var mainities laika - parsvara netiek veikta [3]. Tade] pieprasijums
péc prognozesanas metodém, ka ari dazadu atvasinatu finanSu instrumentu cenu
noteikSana, kas ir piemérota darbam ar sérijveida koreléto datu dinamiku, liecina par

promocijas darba témas aktualitati.



Promocijas darba meérkis un uzdevumi

Promocijas darba merkis ir izstradat riska prognozésanas modelu izveides metodes
un algoritmus, nemot véra noveérojumu klidu atlikumu nelinearo sakaribu. Darbs risina
praktiskas problémas, kas paradas finanSu analize - ka atrast patieso vertibu atvasinatajiem
finansu instrumentiem, ieskaitot iesp&ju ligumus (opcijas), ka uzbiivét kopulas funkciju, ar
kuru varetu aprakstit dazadu finansu risku ietekmi uz atvasinata finansu instrumenta cenu,
ka arT noteikt aktiva vertibas svarstibu amplitiidu, iestajoties lielai nenoteiktibai finanSu

tirgd.

Merka sasnieg8anai izvirziti $adi uzdevumi:

- izstradat autoregresivo modelu uzbiives metodi, balstitu uz kopulas sakaribam;

- izstradat metodi atlikumu korelacijas ieklausanai stohastiska diferenc¢u vienadojuma un
pareju uz nepartraukto laiku, ka ar1 izpéetit §1 vienadojuma stacionaritati;

- izstradat Hestona modela diskretizacijas metodi,

- leviest korelacijas korekciju nepartraukta laika nosacitas dispersijas D.Nelsona riska
vadibas modelr;

- izpétit novérojumu kladu korelacijas ietekmi uz Bleka-Soulza modela parametriem un

parrékinat riska ierobezosanas koeficientus.

Pétijuma objekts un priekSmets

Pétijuma objekts ir laikrindas. Galvenais pétijjuma priekSmets ir novérojumu

kludas nosacita dispersija.

Petijuma metodes

Darba pétijuma metodes izriet no formul€tas problémas, t.i., modeliem, kas lautu
analizét datus ar autokorelacijam atlikumos. Piedavatas metodes, tadas ka linearas
regresijas atlikumu ar nestacionaro variaciju analize, Nobela laureata R.Engle metode
(ARCH modelis), nosacitas variacijas GARCH modelu diftizijas aproksimacijas J.Carkova
metode, uz kopulam bazeta nelinearas regresijas konstruéSanas metode un Nobela laureatu
R.Mertonas un M.Soulzas risku vadibas un ierobezojuma metode ir tas, kas veido bazi
promocijas darba uzdevumu izpildei. Imitaciju aparata izstradei pielietoti visparpazistamie
stohastiskie modeli, kuriem pievienotas aktivu ienesigumu autokorelacijas. Imitacijas
aparats ir darbibas kopums, kas nepiecieSams, lai veiktu piedavato modelu statistisko

aprobaciju — t.i., ar lielu skaitu atkartojamo operaciju paraditu konvergenci uz
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teorétiskajam vertibam. Formul&to problému risinasanai ir piedavats izmantot divu faktoru

afinu modeli, kuram pirmais faktors ir aktiva cena un otrais — aktiva cenas svarstigums.

Sekmigai iegiito modelu apstradei un rezultatu reprezentacijai veikta izmantojamo

imitacijas modelu diskréta reprezentacija un kopulas konstruésana. legiitie modeli pielietoti

finansu tirgus datiem, izmantojot “Matlab” programpaketi. Tatad promocijas darba lietotas

varbitibu teorijas un matematiskas statistikas metodes, optimizacijas teorijas un imitacijas

modeléSanas metodes.

Darba zinatniskais jaunievedums

Promocijas darba rezultats:

1. autoregresiva prognozeSanas modela uzbiive, bez pien€mumiem par racionalo

ceribu un prognozesanas kludu atklato formulas veidu;

2. atlikumu korelacijas ieklausana diskréta laika modelos, parejot uz nepartraukto

laiku, lauj uzbuvet precizaku prognozesanas un risku aprékinasanas modeli.

Darba praktiska nozimiba

Piedavato metodi un algoritmu autoregresivo modelu konstruésanai diskrétaja laika

var izmantot risku analizei un prognozesanai pie pietiekosi liela stacionaras izlases apjoma.

Promocijas darba rezultati attieciba uz korelacijas korekcijas ievieSanu lauj

precizak novertét stacionara stavokla sasniegSanas laiku un sadalijumu izveidotajai riska

komponentes dispersijai.

Promocijas darba praktiskie rezultati:

akciju VIX indeksam ir izveidota prognoze, balstoties uz Hestona modela
diskréto reprezentaciju;

atrasta neparametriska regresija VIX indeksam, kas lauj izdarit jaunas
prognozes;

izveidots energgtisko iekartu prognozeéto darbibas trukumu modeléSanas
algoritms, kas nodros$ina iesp&ju paredzet iekartas drosibu;

nemot vera ienesigumu autokorelaciju, izstradata Tesla Motors Inc akciju

cenas noteikSanas metode.



AizstavéSanai izvirzitas tézes

1.  Raditais kopulveidigo regresiju konstruéSanas algoritms lauj izveidot
autoregresivu prognozesanas modeli, kura nav piep€émumu par
racionalu matematisko ceribu un prognozesanas kliidu sadalijuma

veidu.

2. Diskreta laika modelos ieklauta atlikumu korelacija, tadgjadi parejot uz
nepartrauktu laiku, kas lauj precizak konstruét prognozéSanas modeli un

aprekinat risku.

Darba rezultatu aprobacija

Darba aprobacija veikta, prezent€jot ieglitos rezultatus 14 starptautiskas zinatniskas
konferencés un seminaros, publicgjot 10 zinatniskos rakstus starptautiskos zinatniskos
izdevumos. Izstradatas metodes kops 2008. gada lieto Latvijas Republikas Valsts kase un
kops 2012. gada — AS Swedbank.
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Promocijas darba struktira

Darbs sastav no ievada, Cetram nodalam, rezultatiem un secinajumiem, literatiiras
saraksta un 5 pielikumiem. Darbs satur 134 lappuses, 40 att€lus, 7 tabulas, un
94 nosaukumus literatiiras saraksta. Promocijas darba struktiira ir $ada:

ievada ir pamatota veikto pétijumu aktualitate, formuléts darba mérkis un
uzdevumi, uzskaititas promocijas darba izstradé pielietotas pé&tnieciskas metodes,
aprakstita pétfjuma zinatniska novitate un ieglto rezultatu praktiska nozimiba, ka ar1
izklastita darba rezultatu aprobacija.

Pirmaja nodala "Finansu laikrindas un serijveida korelacijas " izstradats Hestona
modela diskretizacijas algoritms, kas varétu but piemé&rots dazadu stohastisko modelu
parveidoSanai diskrétaja laika. Ta rezultata modelu stacionaritati un atbilstibu izlases
datiem ir iesp&jams izpétit ar zinamam metodém, kuras izmanto ARIMA klases modelu
pétiSanai. Aprobgjot piedavato metodi uz ASV akciju opciju svarstiguma indeksiem VIX,
var parliecinaties par Hestona modela rezultatu atbilstibu realajiem datiem, pirms tiek
piepemts l@émums par noteiktas opcijas pirkSanas/pardoSanas darfjjumu. Papildus Saja
nodala ir aprakstiti pe€tamo objektu datu iegtiSanas veidi, prognozeésanas biitiba un ARIMA
modelu jédziens, veidi un stacionaritates nosacijumi.

Otraja nodala "Neparametriskas regresijas un to uzdosanas veids ar kopulam"
definéts neparametrisks Markova modelis un izstradats §1 modela parejas blivumu
atraSanas panémiens, izmantojot Arhiméda tipa kopulas. Ar So panémienu ir iespg&jams
parveidot Markova modeli kopulas telpa (kur Markova kéde ir kompakta), kas savukart
lauj izmantot varbitibu teorijas robeZteorémas un veikt diferencu vienadojumu
aproksimaciju ar difuzijas vienadojumiem. Rezultata var parskatit vairaku atvasinato

finansu instrumentu cenas noteikSanas formulas un korigét tas, balstoties uz finansu tirgus

datiem. Saja nodala ka piemérs ir izveidota Markova kopulveidiga neparametriska
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regresija VIX indeksa datiem. Turklat ir uzbuavéta kopula GARCH(1,1) modela
svarstigumam, balstoties uz daZziem nosacijumiem par §1 modela parametriem un marginalo
sadaltjumu.

TreSaja nodala "GARCH(p,q) modelis ar autokorelétajiem atlikumiem un OpCiju
parcenoSanas vienadojums” ar Markova modeli, kura ir izdalits korelacijas koeficients,
parveidoti GARCH(1,1) mode]a atlikumi. Izmantojot min&to modeli, tika parveidots Bleka-
Soulza (Black — Scholes) opciju ceno$anas modelis un ar to saistitie opciju jutiguma méri
(Option Greeks). Jauna formula lauj precizak noveértét cenas, npemot véra ‘“‘smagas astes”
aktivu ienesigumu. Turklat izmantotas metodes lietderibas parbaudei veikta GARCH(1,1)
konvergences uz stacionaritati un Gamma sadalfjumu parbaude, nemot véra korelacijas
koeficientu. Iepriek§ min€to problému risinasanai tika veikta imitacijas modeleéSana Matlab
Simulink vide.

Ceturtaja nodala “Autokoreldacijas izmantosana opciju cenas noteikSanai” ir
izskatita autokorelacijas icklausanas metode, balstoties uz Tesla Motors Inc akciju opciju
cenu noteikSanas tehniku un veicot Montekarlo imitacijas sagaidamajam svarstigumam un
opciju parcenosanu. Konstruéta sistéma palidz veidot savu skatijumuu uz finansu tirgus
situaciju, opciju cenam un izdarit pamatotu l€mumu attieciba uz akciju vai opciju

pirkSanu/pardosanu.
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1. FINANSU LAIKRINDAS UN SERIJVEIDA
KORELACIJAS

Viens no musdienu ekonometrijas pamatuzdevumiem ir laikrindu {X,,t € Z}
analizes metozu attistiSana ar autoregresivo modelu palidzibu, neveicot ieprieks€jus
pienémumus par fazes koordinates nosacitas matematiskas ceribas atkaribas formu no
laikrindas ieprieksgjas vertibas.

Galvenais iemesls tendencei atteikties no tradicionaliem lineariem modeliem ir
gadijuma vertibas, kuras apraksta realo modelu uzvedibu, nav normali sadalitas.

Laikrindu analizé galvena uzmaniba tiek pievérsta datu struktiiras petijumiem,
aprakstam un/vai model&anai [3]. Sadu pétijumu mérkis parasti ir plagaks neka vienkarsi
eksistgjosu procesu analize un modelésana. Izveidotais modelis parasti tiek izmantots
laikrindas ekstrapolacijai vai prognozéSanai, un $aja gadijuma prognozes kvalitate ir
vertigs kritérijs alternativu modelu izveidei. Laba modela izveide nepiecieSama ari citiem
pielietojumiem, piemaram, sezonalo efektu korekcija un nogludinasana [4]. Visbeidzot,
izveidotie modeli var tikt izmantoti garu nov@rojumu rindu statistiskai model€Sanai lielu
sistému pétijumos, kuram laikrinda ir ieejas informacija.

Nemot véra ekonomisko raditaju meérjjumu klidas un gadijuma fluktuaciju
esamibu, kas raksturiga nov€rojumu sisttmam, laikrindu pétijumos plasi tiek lietota
varbitibu teorija un matematiska statistika. So zinatnu ietvaros novérojamo laikrindu
uztver ka kada gadijuma procesa realizaciju. Tiek pienemts, ka laikrindai ir noteikta
struktiira, tadejadi ta atSkiras no neatkarigu gadijuma lielumu virknes, jo novérojumi nav
pilnigi neatkarigu skaitlisku vertibu kopa. Parasti tiek pienemts, ka rindas strukttiru var
aprakstit ar modeli, kas salidzinajuma ar novérojumu skaitu satur nelielu parametru skaitu.
Tas ir svarigi praktiska pielietosana, lai izveidoto modeli varétu izmantot prognozeésanai.
Modelu pieméri ir autoregresijas modelis AR(p), slidosa vidéja modelis MA(Q), ka ari to
kombinacijas — ARMA(p,q) un ARIMA(p,k,q) [3].

Daudzos zinatnieku darbos, analiz&jot un model&jot makroekonomiskos raditajus,
kas raksturo inflacijas, aréjas tirdzniecibas, procentu likmju, valiitas kursu u.c. procesus,
tika noverotas visparigas likumsakaribas apskatamo modelu gadijuma atlikumu uzvediba
(prognozes kludu): to lielas un mazas vértibas grupgjas veseliem klasteriem vai sérijam,
t.1., mierigo un nemierigo stavoklu periodi mijas [7]. Turklat tas noveda pie stacionaritates
un homoskedastitates (t.i., klidu sadalijuma vienméribas) trauc€jumiem salidzinoSi garos

laika intervalos, no ka izrietgja hipotéze, ka dispersija nav konstanta, kas bija pretruna ar
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eksperimentalajiem datiem [8]. Ar ARMA modeliem So fenomenu neizdevas izskaidrot,

tapec bija nepiecieSama taja laika zinamo modelu modificgsana.
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Sadu modifikaciju pirmo reizi piedavaja R. Engls [8], kur$ aplikoja atlikumus ka
nosaciti heteroskedastiskus, t.i., saistitus ar autoregresivu atkaribu. Vin$ izstradaja
ARCH(g) modeli, kuram ari sastopamas daudzas modifikacijas, no tam pazistamaka ir
GARCH(p,q).

Lidz ar to informacijas nepietickamiba par sadalijuma likumu nelauj izskaitlot
iepriek§ min€to nosacito matematisko ceribu analitiski, kadas funkcijas veida ar
nezinamiem parametriem, ka arT reducét problému Ilidz mazako kvadratu metodes

novertéSanai, ka tas ir pienemts Gausa teorija.

Finanu un Pienemtie statistiskie
makroekonomiskais process analizes/modelésanas riki N _
litu k o . Piedavatais analizes un
(valutu urss, procentu Galvenie trakumi: modeju prognozé$ana riks
likmes, IKP, vértspapiru novért&jumu atlikumi ir
cenas u.c.) koreléti

Ir ieviests atlikumu

ARIMA +/vai korelacijas

Liels novérojumu GARCH(P,Q)

apjoms koeficients

(nav zinami
sadalifjuma

parametri) Lineara regresija Kopulveidigas

attiecibas

1.2. att. Datu apstrades modelu izklasts

1.2. attéla ir izveidota blokshéma, kas apraksta eso$o modelu (pa vidu) iesp&jas un
promocijas darba izstradatos So modelu papildinagjumus. Shémai ir ilustrativa nozime.
Merkis ir paradit izstradato modelu/algoritmu vietu kop&ja modelésanas joma. Lineara
regresija, ARIMA un GARCH(p,q) ir klasiski piem&ri matematiskaja statistika, kuri lauj
veikt prognozeéSanu, pamatojoties uz trendu. Savukart promocijas darba izveidotie modelu
papildinajumi palidz uzlabot dazadu procesu imitacijas un prognozesanas iespgjas, t.i., lauj
aprakstit procesus ar serijveida korelétajiem atlikumiem (ievieSot atlikuma korelacijas
koeficientu), ka arT veidot modelus, balstoties uz dazada tipa kopulam, kuri apraksta ne
tikai normali sadalitus datus, bet arT datus ar ,,smagam asteém” un ,,augstam virsotném”.
Tada pieeja imitaciju’ modela ietvaros palidz prognozét gadijumus ar mazu iestaSands

varbiitibu biezak neka normalais sadalijums (sk. augstakminéto diagrammu 1.1. attéla

! Ar vardu ,,imitacija” autors saprot Montekarlo model&anu, t.i., noteiktas formas modelu izstradi, kas varétu
dot labakus rezultatus procesa aprakstiSanai un prognozesanai.
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,»Statistisko modelu konstruéSanas algoritms”). Lidz ar to uzlabojas (tiek precizeti) dazadi
apréekini finansu joma, ekonomika, energétika u.c.
Promocijas darbs papildina esoso ARIMA modelu klasi ar neparametriskajam

regresijam un GARCH modeliem ar autokorelacijas koeficientu.

1.1.attela shema (turpmak - Shéma) ir aprakstits kop&jais dazadu modelu atraSanas process,

kura ir ietverti promocijas darba izstradatie modeli.

Shéma sakas ar datu uzkrasanu. Dati varétu but dazadi — iek$gjas vai argjas datu
bazes, kuras ieklauta informacija par dazadiem tautsaimniecibas procesiem (par datu
struktiru skat. 1.4.nodala). Promocijas darbs p&ta novérojumu virknes {xtl,xtz, ...,xtn},
ko sauc par laikrindam. Virkni ieglst, novérojot gadijuma lielumu x;, kas mainas laika
momentos tq; ty; ...; t,. Primara datu analize sakas ar grafisko att€losanu (skat. 2.3. un
2.4.3.nodalu).

Turpmak veikti statistiskie testi, lai parbauditu laikrindas normalo sadalfjumu un
stacionaritati.

Parsvara statistiskajos p@tijumos izmanto plasi pazistamas metodes, ka
Kolmogorova — Smirnova tests normala sadalijuma parbaudei, Diki - Fulera (Dickey—
Fuller vai ADF) tests, kas parbauda hipotézi par vienibas sakném (vai momenti ir
stacionari, skat. 1.9.nodalu) autoregresivaja raksturigaja vienadojuma u.c.

Ja laikrinda nav stacionara (statistiskie testi nav nozimigi), tad viena no iespgjam,
ka iegit stacionaro laikrindas sadalfjumu, ir veikt datu transformaciju. Aprakstot laikrindu,
taja parasti izdala ¢etras komponentes:

Xy = f(Ty Sy Cy It)
kur T; - trends, S;-sezonalitate, C;- cikliska komponente, I;- neregulara komponente.
Par laikrindas trendu T; laika momenta t= 1,2..n sauc datu sistematiskas izmainas, parasti
to augSanas vai dilsanas laika. ST komponente atspogulo ilglaicigo tendenci analizgjamas
pazimes x, izmainas. ST tendence tiek raksturota ar monotonas ne gadijuma funkcijas
palidzibu:

Tr = f(t, A)

kur A - parametru vektors.
Par laikrindas sezonalitati S¢sauc datu sistematiskas, periodiskas izmainas laika. Visparigi,
ja laikrindai piemit sezonalitate ar periodu s, tad lidzigas laikrindas izmainas atkartojas ik
peEc s bazes laika intervala.
Laikrindas cikliska komponente, kurai varétu but noteikts periods, apraksta periodiskas

datu svarstbas ap trendu. Ta parasti saistita ar biznesa vai ekonomiskajiem apstakliem. Par
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cikla periodu sauc cikla garumu. To méra no vienas virsotnes (maksimuma punkta) lidz
otral, vai tiesi pretgji - no viena minimuma punkta Iidz otram.

Neregulara komponente apraksta nedeterminétas svarstibas, kuras var sadalit 2 grupas:
pEksnas strukturalas datu izmainas un gadijumu svarstibas, kas rodas daudzu maznozimigu
faktoru dg]. lzdalot no laikrindas trendu, ciklu un sezonalitates komponenti, varétu iegit
stacionaritati. Bet, lai parliecinatos par stacionaritates un normala sadalfjuma esamibu, ir
atkartoti javeic statistiskie testi. Gadijuma, ja statistiskie testi nav nozimigi, tad jaizmanto
promocijas darba piedavatas metodes — neparametrisko regresiju (skat. 2.nodalu) un
GARCH modelus ar autokorelacijas koeficientu uzbiivi (skat. 3.nodalu un 4.nodalu).

Ja laikrinda ir stacionara, tad var sakt konstruét ARMA modelus péc Boksa-
Dzenkinsa metodologijas [93] (sk. 1.1.shémas kvadratos ,,Jzmanto ARIMA pieeja” un
,»Veic autokorelacijas testu”). Metodologija balstita uz 3 solu metodi, ar mérki izvéleties
labako modeli. Trissolu metode tika radita 1976. gada [93].

Pirmais solis metodes pielietosana ir identificésanas solis, kura laikrinda tiek
att€lota grafiskaja vidg, attelojot taja katru x; vértibu ka funkcija no laika t. Dotais grafiks
sniedz papildu informaciju: vai laikrinda ir kada triikstosa vértiba, vai ir kadi strukturalie
partraukumi. Talak, pirma sola ietvaros, laika rindai tiek izveidotas autokorelacijas (ACF)
un parcialautokorelacijas (PACF) korelogrammas vairakam vértibam (skat. 1.9.nodalu).
Péc ACF un PACF konstrugSanas var secinat par iespgjamo ARMA modeli. Gadijuma, ja
visas ACF un PACF ir statistiski vienadas ar nulli, tad izmantojamas promocijas darba
piedavatas metodes — neparametriska regresija (skat. 3.sadalu) un GARCH modeli ar
autokorelacijas koeficientu uzbiivi (sk. 3.nodalu un 4.nodalu).

Otraja soli, kas dévéts par vértéSanas soli, tick konstruéti un analizéti ARMA (p; q)
modeli jeb procesi. Uzkonstruétiec ARMA(p; q) modeli tiek analiz&éti un salidzinati sava
starpa, izmantojot vairakus krit€rijus, lai atrastu vislabako no iesp&jamiem modeliem.
Visbiezak lietotie kritériji, kas spgj noteikt, vai izveidotais modelis ir labaks par kadu citu,
sprieZzot péc koeficenta vértibas, ir Akaike Informacijas kriterijs un Baijesa informacijas
kritérijs (AIC, SBC skat. 2.4.nodalu).

Tresais posms (Shéma process ar nosaukumu ,,Atlikumu diagnostika”) tiek dévéts
par diagnostikas parbaudi un balstas Box-Luing metodologija. Diagnostikas parbaudé
ietilpst atlikumu grafiska analize, stabilitates parbaude jeb atlikumu korelogrammas
izverteSsana. Lai parbauditu korelaciju starp atlikumiem, japarbauda atlikumu ACF un
PACF izveidotajam modelim. Tad péc Box-Luing Q-statistikas var noteikt, vai ACF un
PACEF ir statistiski nozimigas. Janem v&ra ari tas, ka, izmantojot atlikumus no ARMA (p, q)

modela, Q ir x? ar brivibas pakapi, kas vienada ar s-p-q brivibas pakapi. Saja solf ietilpst
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ar1 modelu salidzinasana izlases ietvaros un arpus tas. Modela atlikumu korelacija rada, vai
izveletais ARMA modelis ir piem@rots vai nav piemérots dotajai laikrindai un vai tas ir vai
nav stabils. Tad apliko atlikuma summas kvadratu korelogrammu - japarbauda LM tests
attieciba uz GARCH efektu (Lagrange Multiplier test for conditional heteroskedasticity).
Ja ACF un PACF ir nozimigas, tad var apgalvot, ka Sim ARMA modelim biis nepiecieSami
GARCH/ARCH procesa uzlabojumi (Shéma process ar nosaukumu ,, GARCH modelis un ta
aprobgsana”, (skat.3.5. un 4.2.nodalu). GARCH jeb visparinatais, autoregresivi nosaciti
heteroskedastiskais modelis tika izveidots 1986. gada, un ta autors bija T.Bollerslev [15]
(skat.3.5.nodalu). Visparinatais autoregresivi nosaciti heteroskedastiskais process pielauj
autoregresivai un vid€jai slidosajai komponentei heteroskedastisku dispersiju. GARCH
modela konstrukcija péc bitibas ir lidziga ARMA klases modeliem. Lidz ar to modela
pielagoSanas algoritms var€tu biit lidzigs augstak min&tajam.

Savukart atrodot laikrindai labako modeli pec ARIMA vai GARCH metodologijas,
var veikt dazadu procesu modeléSanu un prognozesanu. Shéma termins ‘Dazadu procesu
model€Sana un prognozesana” minéts, lai visparinatu un piemé&rotu izmantotas metodes
gandriz jebkurai tautsaimniecibas nozarei.

Gadijuma, ja statistiskie testi nav nozimigi un GARCH nav piemérots dotajai
laikrindai, tad izmantojamas promocijas darba piedavatas metodes — neparametriska
regresija (skat. 2.nodalu) un GARCH modeli ar autokorelacijas koeficientu uzbuvi (skat.
3.nodalu un 4.nodalu).

Rezuméjot iepriekSmin&to, promocijas darba ir izstradatas metodes, kas papildina
ARIMA modelus vai ARIMA modelus ar GARCH efektu, gadijuma, kad standartizeta
Boksa-Dzenkinsa metodologija nestrada (skat. 1.12., 2.4.un 4.1. nodalu). Pielietojot
aprakstito metodi, neparametriskas regresijas mekléSana, bez pienémuma par racionalu
matematisko ceribu un risku (dispersiju), var ne tikai papildinat ARIMA klases modelus,
bet arl uzbuvét daudz kvalitativakus rikus/modelus dazadu tautsaimniecibas procesu
prognozesanai, jo minéto modelu pamata ir kopulas (skat. 2.1. un 2.2. nodalu), kas lauj
biivet sakaribas ar dazadu statistisko sadalijumu un atkaribas veidu. Savukart GARCH
modelu papildinasana ar autokorelacijas koeficientu lauj pamanit, ipasi istermina, datu
atkaribu izmainas un veikt, pieméram, finansu opcijas prémiju aprékinasanas korekciju —

rezultata tiek mazinats risks un uzlabots uzcenojums (skat. 4.3.nodalu).

22



1.1. Teoréetiska modela definicija un mode]u atlikumu autokorelaciju apraksts

Informacijas par sadalfjuma likumu nepietickamibas d€] wvairakos laikrindu
{x;, t € Z} regresivas analizes praktiskajos uzdevumos jau parastakaja gadijuma pirmas

kartas nelinearaja diferenéu vienadojuma ir janoverté nezinama funkcija f(x) [7,9,10,11]
X =f(x)+h (1)

kur h;- nekorelétie atlikumi ar vid&jo vértibu 0.

Iepriek§s aprakstito laikrindu analizes problému sauc par autoregresijas
neparametrisko noveértésanu [12].

Ar Ft apzimésim minimalo sigma-algebru, attieciba pret kuru gadijuma lielumi ir
izmérami. Tad mekl&jamo funkciju var noteikt ar nosacitas matematiskas ceribas f(x;) =
E{x,/Ft~1} palidzibu.

Izmantojot sigma-algebras virkni {F! teZ} un nosacito dispersiju of =
E{h?/F'~1}, atlikumus h, vienadojuma (1.1) var atspogulot ka ,,balta troksna” {&;, teZ}
(neatkarigo vienadi sadalito gadijuma lielumu virknes ar vid€jo vértibu 0 un dispersiju 1)
un nosacitas standartnovirzes reizinajumu: h; = ;& [13].

Skaidrs, ka iepriek$ noteikta sigma-algebras virkne $aja gadijuma ir minimala
prieks {&,, teZ}. Attieciba uz nosacito dispersiju g7 var minét faktu, ka ta var biit F¢1
izm&rams gadijuma lielums, kas ir atkarigs no {&;, s < t — 1}, un ari var tikt novertets.

So atlikumu dispersijas ipasibu sauc par nosacito heteroskedastitati, un ta tiek
modeléta ar linearo diferencu vienadojumu, kura koeficienti ir lineari atkarigi no ,,balta
troksna” (GARCH(p,q) procesi) [13].

Lai atrastu funkcijas f(x) vértibu noteikta apgabala, veic §1 apgabala diskretizaciju
(t.i., sadala pietiekoSi maza platuma intervalos 8) un péc tam katra intervala izmanto
mazako kvadratu metodi vai arT minimize ar speciali izstradatu funkcionali, kas balstas uz
integrali ar dazadas formas kodoliem (kodolu novértésana [10,14]).

Savukart iesp&jamos praktiskajos pielietojumos h; struktiira parsvara ir loti
sarezgita un atkariga no ieprieksgjo vertibu korelacijas. Lai ilustrétu So paradibu, ka ievadu
2. un 4. promocijas darba uzdevumu, apskatisim EUR/USD valatu kursu gada garuma —
no 2013. gada 30.aprila lidz 2014. gada 30.aprilim (skat. 1.3.attelu).
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1.3. att. EUR/USD valutu kurss.

Apskatita laikrinda nav stacionara, ir svarstiga un tas dinamikas aprakstiSana ar
metodém, kas balstitas uz parastajiem Gausa-Markova nosacijumiem (ar homoskedastisko
standartnormalo kladu struktiiru), var izraisit kludas (1.1.att. pirmais posms par
stacionaritates testiem). Uz to norada arT §1 vallitu para mainas kursa dienas ienesiguma

histogramma (skat. 1.4.att€lu), kura uzrada ,,smagas astes” un ,,augstas virsotnes” pazimes.

1.4.att. EUR/USD valiitu kursa dienas ienesiguma histogramma.

Ar y, apzZim&jam logaritmu no ikdienas valtitu kursu ienesigumiem S;. Konstrugjot
y: linearo autoregresiju, veidojas atlikumu heteroskedastiska struktiira. Turklat §is
paradibas aprakstiSanai nav pietieckami izvéleties GARCH procesu, jo var manit sérijveida

korelaciju, t.i.:

24



y.=WInS; y,,=a+by,+ &1 ;ab—parametri

atlikumi
&1 = 08,1, 0¢ — Standartnovirze, o, ~ Ft-t izmeérojama
$op1 = PE, 1,y /1 — p?,p — parametrs,n,~i.i.d.N(0,1)

Correl(es, &r41) = E{0:&44100-18¢} = E{E{Utft+10t—1ft/7—"t}} =

- {E{atftﬂat—lft/?t}}E Utaf—l";t E{Et+1/j:t} =

=p¢,
= p{E{0,0:-1¢2}} < p max E{o? /F*}E{¢}} =
= stac=1
=p> ! C l ) ! 0,08
=p= a orrel(&1, &) = a ’

yeatlikumu korelacija no EUR/USD

a= mtaX{Utz} ir mazs, lidz ar to parametrs p varétu but daudz lielaks par kludas

autokorelaciju Correl(g,,,, ) =0.08. Ja ir nepiecieSams analiz&t $T parametra ietekmi uz

pétama matematiska modela dinamiku, t.i., apskatitaja pieméra ar EUR/USD valitu kursa
dienas ienesigumu, koeficientam p jabit vienadam ar 0, bet tas ta nav, kas nozimé, ka
hipotézi par atlikumu autokorelaciju nevar noraidit.

Promocijas darba, lai izpétitu koeficienta p ietekmi uz GARCH(1,1) modela
difuzijas aproksimacijas stacionaritati, tika veikta imitacijas modeléSana “Matlab
Simulink” vide. Sis problémas atrisinasana, lauj apstiprinat otro, aizstavéanai izvirzamo
tezi (sk. promocijas darba 2. un 3. nodalu).

h=0.01

r=0.1,g=1,w=1,a=1 Eit

SUM[sigma_t]

ElSigma_t"F]

Product1

To Workspace

1.5.att. Konvergences uz stacionaro sadalijumu pétisanu Matlab Simulink vidg.
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Imitacijas rezultati (SK. 3.nodalu) norada uz lielo atkaribu no koeficienta p vértibas
JO §1 vertiba ir tuvaka skaitlim 1, jo vajaka ir konvergence uz stacionaro sadalijumu.

Cits piemérs ir akciju tirgi. Visbiezak v&sturiskais akciju ienesigums uzrada
negativu asimetriju (skat. 1.6.att€lu). Bet dazreiz, nosakot opcijas cenu, analitiki nenoverte
kreiso histogrammas pusi (iesp&jamo ,,smago asti”’), kas savukart noved pie sagaidamas
vidgjas vertibas nepareizas noteikSanas. Jo lielaka asimetrija akciju ienesiguma un tievaks

kreisais histogrammas gals, jo liclaka ir starpiba starp sagaidamo un patieso vidéjo vértibu.

Probability

|
Where data tend to be missing /

! - |
/ -
! " |

Outcomes
1.6. att. V&sturiska akciju ienesiguma histogramma.

Rezultata, ka redzams 1.7.att€la, vismaz divas reizes pédgjo 30 gadu laika (1987.
gada un 2008. gada), tas radijis Katastrofalus zaud&jumus opciju pardevéjiem. Opciju
pardoSanas lémumi tika balstiti uz diezgan konservativiem pienémumiem par akciju

ienesiguma svarstibam, kas savukart bija nepietieckami vid€ja termina zaud&umu segsanai
ar sanemtajam opciju prémijam.
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1.7. att. Akciju svarstibas indeksa VIX sagaidama un reala vértiba.

Tadgjadi, lai veiktu kvalitativu finanSu aktivu modeléSanu un ar to saistito
atvasinato finansu instrumentu veértibas noteikSanu, biitu nepiecieSams izmantot modelus,
kas apraksta sérijveida korelacijas atlikumus, ka ar1 nem véra dazadus atlikumu
heteroskedastiskos efektus, tadus ka ,,smagas astes” un ,augstas virsotnes” atlikumu
statistiskajos sadalfjumos. Eso$a ARIMA klases struktiira, ka art GARCH modelu
papildinajums nelauj veikt prognozé$anu datiem, kam piemit dazadi sadalijumi, ka arl
dazada veida atkaribas struktiira. Kopulveidigas struktiiras ir viens no labakajiem veidiem
ka modelét dazadas sakaribas.

Lai risinatu min€to problému, ir piedavats izmantot neparametrisko regresiju forma:

teZ: X, =f(X)+ g(xt—l)gt' (1.2)

kur X; — laikrinda, {&,,t € Z}ir i.i.d. (identiski sadalitas), N(O; 1).

Funkciju f un § novertgjumu var veikt, parveidojot vienadojumu (1.2) kopulas
telpa. Savukart, vienadojumu (1.2) var parveidot forma, kura tiek izdalita atkariba no
iepriek§gjas vertibas:

teZ: X, =X, +d(X,,,¢) +eg(Xt_l,g)§t’
kur € ir mazs skaitlis mazako parametru metodes pielietosanai ar mérki, lai veiktu

robezpareju no diskréta stavokla uz nepartraukto.
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Turpmak So vienadojumu ir viegli izmantot diftizijas aproksimacijai (Tsarkov, 2002
[61]). Rezultata tas dod iesp&ju veikt atvasinato finanSu instrumentu parcenoSanu,
izmantojot modificétu Bleka—Soulza formulu (5.uzdevums promocijas darba). Plagak par
vienadojuma (1.2) izmanto$anu finan$u aktivu modelé$ana izklastits nakamajas nodalas.
Bet pirms tam dazas sadalas tiks veltitas statistisko datu veidiem, prognozé$anas butibai un

visizplatitako stacionaro modelu veidiem.
1.2.Diskréta un nepartraukta laika modelu salidzinasana

Dazadu tautsaimniecibas procesu noveérojumu apjoms ir milzigs, t.i., viena sekund€ varétu
notikt tikstoSiem novérojumu. Lidz ar to laika solis ir mazs un ir iemesls pariet uz
bezgaligu laiku. Turklat daudzi rezultati ir ieguti tie$i nepartraukta laika, ka stohastisko
diferencialvienadojumu atrisinajumi vai model€Sana. Runajot par diskr&to laiku, var mingt
gadijumus, kad vienadojumi ir sarezgiti un atrast konverggjoso atrisinajumu faktiski nav
iesp&jams. Pastav gadijumi, kad noteikta laika momenta atrisinajums ir bezgaliba vai, lai
atrastu risinajumu, ir javeic katru reizi Montekarlo imitacija. Piem&ram, ja pievienotu
AR(1) modelim kvadratisko locekli - diskréta laika atrast analitisko atrisinagjumu nav
iesp&jams.

Promocijas darba izmantota Bleka—Soulza opciju cenosanas tehnika. Lai $o pieeju Istenotu,
veikta robeZpareja (nosacitas variacijas GARCH modelu difuizijas aproksimacijas metode,
J.Carkovs, 2008 [52]). Opciju prémijas noteikSana veikta uz eliptiska
diferencialvienadojuma atrisinajuma pamata. Diskrétaja laika tie$i Sis algoritms nestrada,
bet citas opciju prémijas atraSanas metodes (sazaroSanas koks u.c.) prasa lielus laika

resursus un precizitates parbaudi katra soli.

Diskretie modeli Nepartrauktie modeli

. >

Parametru novértésana Parametru noveértéSana
Daudz pazistamo algoritmu Parveido par diskrétajiem modeliem

‘ Paréja no diskréta uz nepar- l
traukto modeli

Izmantosana
Dazadu procesu imitéSana un  Finans$u instrumentu cenas
prognozeésana noteik§ana

1.8. att. Prognoz&sanas modelu struktira.
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1.3. Kopulas un to pielietojums finansu joma

Kopula ir funkcija, kas savieno vienmérigi sadalitas funkcijas daudzdimensionala
sadalfjuma funkcija. Pirmo reizi vards ,,kopula” matematika izmantots 1959. gada, kad
Sklar pieradija teorému par divdimensionalajiem sadalijumiem. FiSers (Fisher, 1997 [94])
papildinaja ,,Encyclopedia of Statistical Sciences” ar vardiem ,,Kopulas ir interesantas
statistikiem divu iemeslu péc - pirmkart, ir iesp&jams modelét dazada veida atkaribas — uz
sadalfjuma ast€m vai centra un, otrkart, $1 pieeja ir sakumposms jebkura divdimensionala
sadalfjuma uzbiive”.

Promocijas darba apskatitas lielo datu rindas analiz€Sanas iesp&jas. Pamata ir
izmantotas divdimensionalas atkaribas — tiek uzbuivéta starpibu (diferen¢u) shéma. (skat.
3.nodalu), ka rezultata iegits Markova process. Izmantotas kopulas, lai atrastu atkaribu
novérojumus par vienu soli atpakal. Darba pieradits, ka kopulas blivums ir Markova
procesa parejas blivums — rezultata ir izveidota metode neparametriskas regresijas
parametru noteik$anai.

Nelinearas laikrindas, jo laikrindai piemit izmainas laika — strukturalas, trendi,
cikliskums u.c., identific€$anas iespgjas, izmantojot nosacttas vid&jas vertibas un nosacitas
dispersijas neparametriskos noveértéjumus, ir minéta vairakos rakstos (skat., pieméram,
X.Chen, Y.Fan., 2006 [33]). Parasti analizé laikrindas {xt € Z} regresivo modelu
atkaribas struktiiru, kas ir noteikta ar invariantu marginalo sadalijumu un kopulas funkeciju,
kas generé procesa laika atkaribu. Ka noradits [32], tas lauj nodalit laika atkaribu,
pieméram, sadalijjuma astes atkaribu no laikrindu marginala sadalijuma uzvedibas,
pieméram, sadalfjuma augstas virsotnes. Darba piedavats algoritms ka identificét
kopulveidigas atkaribas un novertét neparametriskas regresijas gaidas un svarstibu
funkcijas, parejot uz kopulas telpu.

Vel viena kopulveidigo atkaribas metodes priekSrociba ir iesp€a piemérot

varbiitibu teorijas robeZteorému parejai no diferen¢u vienadojuma uz nepartraukta laika
stohastisko diferencialvienadojumu (D.B. Nelson [34], 1980. un Y. Ait-Sahalia, R.
Kimmel, 2007. [35]).
Faktiski, kopula ir visparinats veids, kas veido nosacijumus divdimensionalo sadalijumu
konstruéSanai. Gadijuma, ja runa ir par linearo regresiju, ta ir tikai Gausa kopulas
parcialais gadijjums. Kopulas pieeja lauj rikoties ar nelinearajam un nestacionarajam
laikrindam.

2007.-2008. gada finansu krize ir skaidri paradijusi, ka tirgus risku noveérteéSanai

izmantotas metodes nav pietickamas, jo tas ir batiski kladainas. Viena no galvenajam
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problemam, kas paradijas veértspapiru tirgt liela satricinajuma bridi, bija vienvirziena
aktivu korelacijas pieaugums. Taja pasa laika pieredze rada, ka arkartas notikumu
paradisanas vienam aktivam, iesp&jams, ir saistita ar arkartas notikumu iestasanos citiem
finanSu aktiviem. Ta rezultata diversificéts vertspapiru portfelis uzradija dinamiku, kas
pirms 2007.-2008. gada krizes bija gandriz neiesp&jama no daudzdimensionala normala
sadalijuma viedokla. Daudzdimensionalo sadalijjumu modelé$anai plasi tika izmantotas
eliptiskas kopulas (galvenokart Gausa) [31], kuras pirms krizes izmantoja, lai novértétu
ieguldijumu risku. Gausa kopulas galvenais trikums ir astes atkaribas neeksistence
daudzdimensionala sadalijuma.

Lai stradatu ar kopulam, ieteicams izskatit nozimigako darbu $aja joma. Pilnigakais
pamatjédzienu apraksts ir uzradits vairakas publikacijas (Joe, 1997 [37]; Nelsen, 2006
[84]), kuras autori sniedz parskatu par eso$o kopulu saimém, ievie§ ar kopulu saistito
terminologiju, apskata attiecibas starp modela parametriem un rangu korelacijas
koeficientu, piedava risinajumus un metodes, lai modeletu gadijuma skaitlus sadaltfjuma
saimém. Turklat ir vairaki raksti (Fantazzini, 2008 [85]), kuros kopulas izmantoSana siki
apskatita lietiskos ekonometriskos p&tijumos. Atseviski atzim&jama gramata (Mai, Scherer,
2012 [86]), kuras autori apvieno parskatu par kopulu model&$anas p&tijumiem plasa joma,
standartiz€ un apkopo dazadu pétnieku rezultatus, ka ari lielu uzmanibu velta efektivu
algoritmu model&$anas problémai dazadu gadijuma liclumu klasém un kopulu saimém.
Dazada pieeja daudzdimensionalo sadalijumu modeléSanai atrodama (Kole, E., Koedijk,
K., Verbeek M. (2006) [81]) darbos, no kuriem izriet, ka t - kopula ir vislabaka starp
eliptiskajam, savukart Arhiméda kopulas noveérté risku precizak neka eliptiskas, bet
hierarhiskas vairakparametru kopulas daudz labak apraksta finanSu riskus neka
hierarhiskas viena parametra kopulas. Kopulas tiek piemérotas ne tikai vertspapiru
portfela riska modeléSanai: Penikas un Simakova (2009) [87] izmantojusi kopulas, lai
parvalditu bankas procentu likmju risku. Arhim&da kopulu piemérosana finansu
instrumentu novértéSana paradita vairaku autoru darbos (Hsu, Ch.-Ch., Tseng Ch.-P.,
Wang Y.-H. [83]). Hierarhisko kopulu talitgja izmantoSana un efektivitates analize lictota
darba (Savu, 2006 [76]; Mai, Scherer, 2012 [86]; Ane, Th., Kharoubi C. (2003) [73]).
P&dgjas divas publikacijas pirmo reizi ierosindja formalu pieeju hierarhisko kopulu
struktiiras defingésana, bet citos darbos struktiira nosacita apriori, pamatojoties uz autora
spriedumiem. Apkopojot dazadu darbu rezultatus, var secinat, ka hierarhiskas kopulas
precizak modele vertspapiru tirgus risku izmainas, bet nav atrasts efektivs algoritms, lai

noteiktu hierarhiskas kopulas strukttru.

30



Zemak, 1.1.tabula, ir sistematizets literatiiras apskats, kas apliecina to, ka model&ti

daudzdimensiju sadalijumi finansém nav sadaliti normali.

Literatiiras parskats par kopulu izmantosanas sadalijumu imitaciju 1.1.tabula
Darba autori Laikrindas Novérojumu Labaka
(publikacijas gads) veids periods kopula
Ane, Kharoubi Akciju indeksi 1987 — 2000 Kleitona
(2003)[73] (dienas dati)
Junker, Szimayer, ASV obligaciju 1982 — 2001 Franka
Wagner (2003)[75] cenas (ménesa dati)
Rosenberg, Schuermann Banku riski 1994 — 2002 t
(2006)[79] (ceturksna
dati)
Natale (2006)[78] Akciju indeksi 1991 — 2004 Kleitona
(ménesa dati)
Tang, Valdez (2006)[80] Apdros§inasanas 1992 — 2002 Kost
riski (pus gadigi)
Kole, Koedijk, Verbeek Akciju indeksi, 1999 - 2004 t
(2006)[81] obligacijas, (dienas dati)
nekustamais
IpasSums
Patton (2006)[82] Valatu kursi 1991 — 2001 SJC-Dzo-
(dienas dati) Kleitona
simetriska
kopula
Savu, Trede (2006)[76] Akcijas 1996 — 2006 Gumbela
Cech (2006)[74] Obligacijas 2000 — 2006 t
(dienas dati)
Hsu, Tseng, Wang Akciju indeksi 1995 — 2005 Gumbela
(2007)[83]
Morone, Cornaglia, Banku riski 2002 — 2005 t

Mignola (2007)[77]

(ménesa dati)

Kvantitativas finansés kopulas izmanto finanSu riska menedZmenta, lai parvalditu

un optimizetu vertspapiru portfelus un noteiktu cenu atvasinatajiem finansu instrumentiem.
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Kopulas lieto stresa testus un tirgus stabilitates testus, kas ir Joti svarigi finanSu tirgus
krituma/panikas/krizes periodos, kad varetu notikt ekstremalas svarstibas. Turklat kopulas
tika adoptetas finanSu tirgiem, lai novertétu zaudéjuma varbutibu aizn€muma portfelim vai

obligacijam.
Kopulas atkariba un lineara korelacija

Parasta lineara korelacija nav pietiekams dazadu finansu instrumentu veidu
atkaribas raditajs vairaku iemeslu dél. Pirmkart, ienesigumu dispersija briziem ir bezgaliga,
tas ir, gadijumos, kad tiek noveéroti ekstremali notikumi, lineara korelacija starp
vertspapiriem ir nenoteikta. Otrkart, korelacija ir tikai lineara atkariba. Treskart, lineara
korelacija nav nemainiga ar nelineariem, stingri picaugosiem parveidojumiem, kas nozime,
ka ienesigums var biit nekorel&ts, kameér cenas ir savstarpéji saistitas, vai otradi. Ceturtkart,
lineara korelacija nosaka tikai atkaribas pakapi, bet skaidri nenosaka atkaribas struktiiru.
2008. gada, finan$u krizes laika, bija plasi novérots, ka cenu svarstibas dazados tirgos un
valstis notiek viena un taja pasa laika perioda, pat gadijuma, ja korelacija starp Siem
tirgiem ir diezgan zema.

Atkaribas struktiira ietekm& sasniegto diversifikacijas ieguvumu, kas balstits uz linearo
korelacijas pasakumu. Vairak izplatita pieeja, kas novers linearas korelacijas trikumus, ir
atkaribas modelésana, izmantojot kopulu. Ar kopulas metodi atkaribas veids, ko var
model&t, ir visparigaks un var nemt véra ekstremalo notikumu atkaribu.

Biezak kopulu izmanto, lai noSkirtu viena mainiga (piem&ram, finanSu aktiva) tiru
nejausibu no savstarpgjas atkaribas starp to un citiem mainigajiem lielumiem. To darot,
katru mainigo var model&t atseviski, turklat ir janoverteé attiecibas starp Siem mainigajiem
lielumiem. Tehniski tas nozimg, ka vienreiz&jo varbitibas sadalijumu, kas informé par
viena mainiga gadijuma izmainam, var modelet péc izveleta sadalijuma, bet citu mainigo —
izmantojot cita veida varbiitibas sadalijumu. Tadgjadi, jebkuram aktivam var izveleties
vispiemérotako sadalfjuma veidu, kas neietekmé $o mainigo / aktivu savstarp&jo atkaribu.
So mainigo savstarpgjo atkaribu atspogulo daudzfaktoru varbitibas sadalfjuma funkcija,
kas sniedz informaciju par mainigo lielumu kopigajiem rezultatiem, un $1 daudzdimensiju

sadaltfjuma funkcija ir kopula.

1.4. Datu ieguve un apstrade

Turpmakas 4 apakSnodalas ir ieklautas darba, lai aprakstitu datu strukttras veidu,

lémumu pienemsanu, balstoties uz datiem, un laikrindu prognozesanas veidus.

32



Datos ir ierakstiti aktivitasu, objektu un notikumu raksturlielumi, kas pielietoti

uzpémuma darbibas atspoguloSanai (pieméram, razoSanas, tirdzniecibas, finansu u.c.

rezultatiem) [89]. Ar datu palidzibu katru aktivitati var atspogulot péc nepiecieSamibas

detalizeti. Galvenokart izmantoti divu tipu dati:

- kartéjie dati, kas satur un atspogulo paslaik notiekoSo aktivitaSu S§1 briza

informaciju,

- vesturiska tipa dati, kas satur un atspogulo informaciju par pilnigi pabeigtam

darbibam. Tie summe informaciju par uznp€émuma darbibu un/vai katru aktivitati

atseviski. Parasti ve€sturiskos datus izmanto, lai prognozétu dazadu notikumu

uzvedibu, pieméram, finanSu tirgus dinamiku, razoSanas, tirdzniecibas un

pieprasijuma apjomu.

Informacija ir lietoSanai sagatavoti dati, kurus var izmantot uznémuma ieksgjie vai

argjie lietotaji, un vairakuma gadijumu tiek precizi definéts, kada informacija ir pieejama

katram lietotajam. Informacijas sagatavoSana ir to datu uzkrasana, kas ir vertigi un kurus

var pielietot informacijas nodro$inasanai. Informacijas sist€ma ir analoga ar razoSanas

sisttmu. Dati

informacijas sist€mas

izejmaterials.

Kompilésanas,

kartosanas,

summeéSanas, atskaiSu veidoSanas procediiras ir 11dzigas razoSanas sist€mas procediiram.

Datu baze
Datu krajums

—> E NFORMACIJA ]~

—>[ ZINASANAS ]_

—>[ LEMUMS

Informacijas

Atsevisku planu

sagatavoS$ana,
diagrammas

1.9. att. Datu pielietojums

Datu krajums un datu bazes

Datus var ievakt no trim avotiem:

Izejas

sagatavoS$ana,
struktiiras,
prognozes

prognozesanas procesa.

lielumi

- esoSie uzskaites ieraksti — vienkarSakais un létakais datu avots. Ieksgjas

uzskaites datiem lietotajs var pilnigi noteikt to precizitati un piemeérotibu
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atbilstosajai situacijai. Nozimigakais $im datu avotam ir tas, ka uzskaites
ierakstu sist€ma var biit elastiga un dati ir vienadi ar lietotaja prognozeSanas
prasibam. Biezi gadijuma, kad uzskaites sistéma nesatur datus, kas nepiecieSami
vadibas lémumu pienemsanai, tick lemts par jaunu datu uzkraSanu. So
uzkrasanas procesu var veikt divos veidos. Pirmais veids — dati ir neatkarigi no
laika. Otrais — ir nepiecie$sams noradit, Uz kadu laika periodu Sie dati attiecas.

- Sakotneéjie dati — nozimigakas prieksrocibas sakotngjo datu uzkrasanas izvelg ir
specialu prasibu ievérosana un elastiguma ievie$ana uzkrasanas procediras. S
elastiba un specifikacija paaugstina kopg&jas datu uzkraSanas izmaksas.

- Publicétie dati — lidzigi ar&jiem datiem. Lietotdjam ir jasavac nepiecieSama
informacija no argjiem avotiem. Vairakuma gadijumu S$ai informacijai ir
vispargjs raksturs un lietotajs nevar iegit detalizétu informaciju, kas ir daudz
vairak nepiecieSama. Publicéto datu vakSana izslédz iesp€ju iegiit detalizétus
uznémuma ieksgjos datus. PriekSrociba ir tada, ka publicétie dati sniedz
informaciju par konkurentiem.

Labakais datu uzkrasanas veids ir datu bazes. Datu bazés dati tiek uzkrati vienota
sisttma péc dazadam mainigo vertibam un tie ir pieejami, kad vien nepiecieSams. Datu
baze ietver tris prognozesanai izmantojamo datu tipus:

- dati, kas nepieciesami prognozésanas vajadzibam;

- dati, kas pieejami, bet pagaidam nav vajadzigi;

- dati, kas vargtu biit vajadzigi nakotng, bet pagaidam nav pieejami.

Datu bazes, kuras satur tikai paslaik esoSos datus, ir visprecizakas un vislétakas
sisteémas attistiSanai. Mazas izmaksas ietver to mainigo datu uzkrasana, kuri pasreiz nav
nepiecieSami, bet varétu biit vajadzigi nakotné. Ja datu baze satur visus tris datu tipus, tad
to var pielietot ikviena situacija un tai jabit elastigai. Ja datu baze satur atSkirigu datu
vienibu krajumus un tiek izstradata jauna prognoze, tad nepiecieSamie dati jau bis
pieejami. Ja datu baze ir izveidota, tad uzkrato datu papildus mainigo izmaksu pieaugums
ir zems.

Datu uzkrasanas procedira loti nozimiga ir sistémas klidu un uzkrato datu
precizitates parbaude. Parbaudes ir jaizdara periodiski, un, ja iesp&jams, tad tas vienmeér
javeic vienai un tai paSai personai.

Datu kvalitates noteikSanai veic procesa auditu. Auditu var sadalit tris solos:
pirmais ir datu uzkrasanas procesa analize, lai noteiktu tas iesp&jamos uzlabojumus. Otrais
— esoSo datu krajuma kvalitates detaliz€ta novért€Sana. TreSais audita solis ir datu

uzkrasanas izmaksu analize un noskaidroSana, vai §1s izmaksas tiek kontroletas.
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Datu apstrades pamatfunkcijas

Dati ir parveidoti par “apstrades” sistémas informaciju. Sisteéma var tik veidota no

dazadam cilvéku, dokumentu, inventara kombinacijam. Datu apstrades sistémai ir devinas

pamatfunkcijas:

legiist — noverte un ieraksta notikumus, aktivitates forma, kas biitu piemérota
turpmakai apstradei;

parbauda — kontrolé un apstiprina datus, lai nodroSinatu, ka tie ir originali un
pareizi;

sakarto — jeb saskiro. ST operacija sakarto datus tada seciba, lai tos varétu
izmantot turpmak;

summé — sagrupé datus kada matematiska kopa vai logiski reducg;

aprékina — veic matematiskas un/vai logiskas datu operacijas;

Uzkraj — ievieto datus datu bazg, lai vélak tos varétu lietot;

argiist — mekl€ un atrod specifiskus datus no vietam, kur tie ieprieks tikusi
uzglabati;

atjauno — dublé datus no vienas vietas uz citu;

Komunicé — parsiita datus no vienas glabasanas vietas uz citu.

Visas datu apstrades sisteémas pielieto §is minétas 9 funkcijas, lai gan ne vienmér

visas funkcijas ir nepiecieSamas.

Primarie un sekundarie dati

Prognozesana tiek izmantoti divu veidu dati:

primarie dati — prognozetajs pats vac prognozei nepiecieSamos datus;

Sekundarie dati — kads cits vac un sagatavo prognozei nepiecieSamos datus.

Primarie dati ir nepiecieSami, ja tiek izmantoti analizes tehnikas jauninajumi. Tada

gadijuma primaros daus pieprasa ka informaciju no sakotngjas bazes un uz §is bazes

pamata veic analizes tehnikas atbilstibas parbaudi.

Sekundaros datus var sadalit divas pamatkategorijas:

aréjie dati — dati no firmas argjiem avotiem, kas veido lielako sekundaro datu
dalu;

leksejie dati — Sie dati ir savakti firmas iekSien€ un ir normala biznesa darbibas
sastavdala, jo dati satur informaciju par tirdzniecibas elementiem,
izejmaterialiem, inventara ierakstiem u.c. Daudzas firmas iek$€jo datu uzkrasana

ir neorganizéts process un tadé] informacija par raZoSanas, tirdzniecibas un
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firmas vadibas procesiem ir nepietiekama. Tie$i §1 iemesla d€] prognozésana tiek
izmantota informacija no argjiem avotiem.

Informacijas sisttmu var aprakstit ka organiz&tu cilvéku vai/un iekartu sist€mu

(skat. 1.10. att€lu), kas nodroSina sakartotu informacijas vakSanu gan no primariem, gan

sekundariem avotiem. Ideali, ja $ada sist€éma tiek veidota un kontroléta centralizéti viena

struktirvieniba, kura uzkraj un generé pilniba datus par visiem potencialajiem to

pielietojumiem no firmas [émuma pien€mgeju puses.

Firmas informacijas

centrs
I

A 4 Y

Sekundarie Primarie
dati dati

A 4 A 4

lek$éjie Argjie
dati dati

1.10. att. Saites starp informacijas sisttmu un datu avotiem.

Lielakaja dala firmu ir sistémas, no kuram lietotajs regulari sanem ick$&jo datu
izdrukas, (pieme&ram, par tirdzniecibas un raZzo$anas procesiem), bet vinam ir maz zinasanu
par pieejamiem ar€jiem vai primarajiem datiem.

Nakamaja attela ir redzama uznémuma informacijas sistéma (1.11.att.).

A\ 4 \4
Sekundarie Primarie
dati dati
I
A\ 4 A 4
4 . N\ L
lekSéjie Aréjie
dati dati
o J
\4
4 N\
Informacijas
sistéma
o J

1.11. att. Tipiskas attiecibas starp informacijas sistému un datu avotiem.
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Datu ievade un kontrole

Prognozésana ir ciesi saistita ar operaciju planosanas un kontroles funkcijam [88].

Visi ieejas dati ir jaatlasa péc sadiem trim faktoriem:

- laiks,

- precizitate,

- jutigums.

Laika faktors ir noteicoSais gan kartéjiem, gan piecjamajiem datiem, un tiem bitu
jabit pietickamiem, lai pielautu produkcijas izmainas, kas rodas, veicot jaunu planosanu.

Precizitates veidoSana sastav no tris soliem: pirmais — mainigo laboSana; otrais
solis ir datu ievade; tresaja soli notiek datu ievades pareizibas kontrole.

Lai nodro$inatu datu jutiguma kontroli, ievaddati tiek ti$8m izmainiti. [zmainitos
datus lieto, lai uzlabotu prognozu precizitati, samazinatu netipisku datu ierakstu ietekmi,

izlidzinatu datus laika vai tos laika sinhronizétu.

1.5. Kvantitativas metodes lemumu pienemsana

Kvantitativo metozu pamata ir zinatniski-praktiska pieeja, kas piedava optimalo
lémumu pienemsanu balstit uz milziga informacijas apjoma apstrades rezultatiem, apstradé

izmantojot analitiskos vai algoritmiskos modelus [88].

Matematiskais (analitiskais) modelis — modelis, kura tiek pielietoti simboli objekta
vai notikuma Tpasibu aprakstam un raksturojumam. Sadu modeli sastada ar formulu

palidzibu.

Modela izveide sastav no vairakiem soliem:

- Uzdevuma formuléSana;

- modela izveide;

- datu atlase modelim;

- modela atbilstibas parbaude;

- modela pielietoSana;

- modela atjaunoSana.

Modela efektivitati var samazinat $adi faktori:
- neticami gala pienémumi;

- informacijas pieejamibas un ticamibas ierobeZojumi;
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- lietotaja bailes, neticiba modela rezultatiem;
- vajas pielietojuma iesp&jas prakse;
- izstrades dardziba.
Atkariba no izmantojamo matematisko funkciju tipa izSkir $adus modelu tipus:
- matematiskas programmeé&sanas modeli:
» lineara programmésana;
» Integrala programmeésana;
» mérka programmgésana.
- Planos$anas procediiras:
» tikla modeli (PERT, CPM);
» diagrammas (Ganta diagramma).
- Diskrétie un stohastiskie modeli:
diskréta programmeésana;
[émumu Beijesa analize;
Spélu teorijas modeli;
markova analize;

rindu (masu apkalposanas) modeli.

YV V V V V V¥V

Prognozesanas modeli;

- Citas procediras:

» dinamiska programm@esana;
» nelineara programmésana.

Veidojot analitiskos modelus, vispopularaka ir linearas programmésanas tehnika.
To pielieto, risinot uzdevumus, kas saistiti ar ierobezojumiem (resursu, laika, darbaspéka,
energijas, finanSu, materialu) un kuru meérka funkcija ir pelpas palielinaSana.
Matematiskaja modeli biitiska ir funkcionalo attiecibu linearitate. Sadu modelu
izveidoSanas tehnika balstas uz noteiktu solu algoritma izmantoSanu.

Gadijumos, kad izmantotas stohastiskas procediras, atSkiriba no linearas
programmésanas, modela rezultatiem ir tikai varbatisks raksturs, t.i., tiem ir zinama
nenoteiktibas pakape, turklat parasti ir iesp&€jami vairaki alternativi [lémumi.

Tikla modelos un diagrammas ir visprecizakas matematiskas sakaribas un tas
sistému analizi balsta uz parskatama veida sakartotam darbibam.

Citas proceduras izmanto vairaku pakapju (solu) metodes, kas atkarigas no

risinamo uzdevumu linearitates.

38



P&étot procesus un situacijas, kas savas sarezgitibas dél nav matematiski
aprakstamas (vai to matematiskie modeli ir loti sarezgiti), biezi izmanto algoritmisko
(nematematisko) model&Sanu.

Nakotnes iznakumu novert€§jumi, kas sapemti formalu metozu izmantoSanas
rezultata, ir tikai baze gala Iémumu pienemsanai. Parasti ir janem véra papildkritériji, tai

skaita ari tie, kuriem ir neformals raksturs.

1.6. Prognozesanas biitiba

Prognozésanas mérkis ir samazinat nekorektu [émumu pienemsanas risku, paredzot
mainigo lielumu iesp&jamas vértibas. Lémuma pienems$anu nosaka daudzi ar&ji un ieksgji
faktori, bet savukart no l@émuma pielietoSanas jomas ir atkariga prognoz€Sanas modela
izv€le. Pirms Iémuma pienems$anas par modela izveli ir jaatbild uz $adiem

jautajumiem[88]:

- Kadi mainigie lielumi ir japrognoze? — Tas licla méra nosaka vadibas prasibas

un vesturiskas informacijas pieejamiba.

- Kada ir piem@rotaka prognozésanas metode? — Pastav divi prognozeésanas veidi:

punktu prognozésana UNn paredzamo intervalu prognozésana. Pieme&ram,
prognozetais pardoto vienibu skaits nakamajam menesim ir 40 vienibu. Vai art —
ar 95% varbiitibu paredzama intervala prognoze nakamajam meénesim ir no 38
lidz 42 vienibam. Paredzamo intervalu prognozé€Sana ir loti noderiga léemumu
pienemsana.

- Cik ilgam laikam nepiecieSams veikt prognozéSanu? — PrognozéSana var biit

nepiecieSama noteiktiem laika posmiem — dienu, ménesu, kvartalu vai gadu
garuma. So laika garumu sac par prognozes vadibas laiku, laika horizontu vai
laika freimu. DaZadas prognozeéSanas metodes ir piemérotas dazadiem vadibas
laikiem.

- Cik daudz vienibu ir japrognozg? — Katrs gadijums ir unikals. Atseviskos

gadfjumos ir pilnigi pietiekoS§i prognozet kop€jos tirdzniecibas iep€mumus
visam uznémumam, savukart citos gadijumos ir nepiecieSama prognoze atseviski
katram uznémuma sarazotajam produktam. Ja ir nepiecieSamas prognozes
vairakam vienibam, tad piemérotakas ir vienkar$as prognozeéSanas metodes, jo

tas ir letakas un atrakas.
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- Kada ir nepiecieSama prognozes precizitate? — PrognozeSanas metodes

precizitate nozZimg precizitates pakapi, ar kuru tiek generétas prognozes vertibas,
kas izméramas laika. Faktori, kuri nosaka vispiemérotako precizitates Iimeni, ir
nozimigi I1émuma pienemsSana un prognozes lomai gala lémuma ictekmésana.
AtseviSskos gadifjumos prognozes rezultati var but nesaistiti ar lémuma
pienemsanu, tada gadijuma ir pielaujams zems precizitates limenis.

Veidojot prognozeéSanas funkciju, vispirms ir nepiecieSams noteikt izejoSos
lielumus (t.i., kadi liclumi tiks prognozg&ti) un to prognozeSanas precizitati. Izejoso lielumu
specifikacija pasa sakuma var vienkarSot prognozésanas modela izvéli, bet prognozéSanas
funkcijas izveide nav pabeigta, 1idz nav izvéleti ieejoSie lielumi. Lielaka dala sistému ir
relativi nejiitigas pret ieejoso lielumu lielako dalu, t.i., izejoSo lielumu veértibu galvenokart
ietekme relativi neliels skaits ieejoSo lielumu, Iidz ar to prognozeéSanas funkcijas izveides
laika ieejoSo lielumu skaits tiek samazinats, ietverot tikai vissvarigakos prognozes modela

ieejosos lielumus.

IEROBEZOJUMI:

Vadibas politika
Pieejamie resursi
Tirgus stavoklis

Tehnologija
IEEJOSIE LIELUMI: v IZEJOSIE LIELUMI:
Marketinga resursi _
Pieprasijuma vésture PR(?GNOZE-
VRe!(l?lJWa SANAS Sagaidamais
eicinasana ) .
Viedoki MODELIS pieprasijums

APKARTEJAS VIDES
FAKTORI:
Politiskie
Ekonomiskie
Socialie
Kultdras

1.12. att. Prognozésanas funkcija.

Prognozesana ir uz modela balstita informacijas sisteéma, un pastav vairakas modela
izveles iespgjas. Prognozésanas modeli izvelas, balstoties uz prognozes gala lietotaju loku,
pielaujamo sarezgitibas pakapi, laika un resursu pieejamibu, pielietojuma specifiku, gala

lémuma raksturiezimém, datu pieejamibu un datu komponentém. Ja lietotajs, pamatojoties
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uz mingtajiem faktoriem, nevar izvélcties, kur§ no modeliem butu vispiemérotakais
konkrétaja situacija, tad test€ atseviskus modelus, un izvélas konkrétajai situacijai
piemérotako.

Daudzi modeli liek lietotajam analizét un interpretét statistiskos datus, ka art ir
saistiti ar vesturisko datu iegtiSanu. Ja adekvatu un modela izveidoSanai svarigu vésturisko
datu nav vai ari to uzkrasana dargi izmaksa, tad automatiski atkrit vairaku analizes tehniku
izmantoSanas iesp&jas, jo visas kvantitativas prognozéSanas tehnikas ir atkarigas no
piemérotu un precizu vesturisko datu pieejamibas.

Produkcijas pieprasijuma modela gala rezultatu ietekmé izvE€léta prognozeéSanas
tehnika. Ja atsevi§kas komponentes (sezoni, cikli) ir mainigas, tad jaizmanto progresivakas
tehnikas. Savukart, ja pieprasijuma modelis ir svarstigs laika, tad nepiecieSama kvalitativa
tehnika.

Veidojot prognozesanas modeli, parasti izvirza $adus sakuma ierobezojumus:

- prognozg€jamas vienibas (produkti, produktu grupas, montazas u.c.);

- prognozesanas algoritms: no augsas uz leju vai no lejas uz augsu,

- prognozesanas tehnika (kvantitativie vai kvalitativie modeli);

- mérvienibas (nauda, vienibas, svars u.c.);

- laika intervals (ned€las, ménesi, kvartali u.c.);

- prognoze&sanas horizonts (cik intervalu ir ietverts);

- prognozeSanas komponentes (Iimeni, virzieni, sezonas vai nejausas novirzes);

- prognozesanas precizitate (klidas lielums);

- iznémumu parskats un ipasas situacijas;

- prognozesanas modela parametru kontrole.

Nejausibas (jeb gadijuma) komponente prognozeésana nosaka prognozes precizitati.
Prognoze vienibu grupai nodroSina lielaku precizitati neka prognoze atseviskam vienibam,
jo prognozesanas kludu starp grupas vienibam var savstarp&ji izslégt. Vienlaicigi kludas

iesp€ja palielinas 11dz ar prognozes horizonta pieaugumu.
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Pieprasijums

Attistiba péc uzlabosanas

v

levads Pienemsana Apmierinasana

(jauna prognoze)

1.13. att. Prognozes dzives cikls.

Prognozes dzives ciklu var iedalit tris dalas:

- ievads un sakotngja ieviesana;

- pienemsana un tirgus attistiba;

- tirgus pieprasijuma apmierinaSana.

P&c tirgus prasibu apmierinaSanas pieprasijjums var pieaugt un var kristies, vai arl

palikt nemainigs. Produktu grupu vai servisu var uzlabot un tad sakas jauna attistibas likne.

1.7. Modela izvéle

Prognozésanas situacijas raksturoSana

Prognoze ietver seSas planoSanas un lémuma pienemsSanas situaciju raksturiezimes
jeb dimensijas, kas spél€ bitisku lomu prasibu definésana [92].

SesSas prognozeésanas situacijas dimensijas:

- laika horizonts — laika periods, kura lémuma istenoSanai jasakas un kura

lietotajam ir skaidri japamato atbilsto$as prognozeéSanas metodes izvéle. Parasti
laika horizontam ir tris laika prognozeéSanas veidi — TIstermina, vid&ja un

ilgtermina.
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- Detalizacijas pakape — lémumu pienemsanas uzdevumi var tikt izvirziti dazados

vadibas limenos, un, izvéloties prognozesanas tehniku 1pasai situacijai, ir jazina
detalizacijas pakape, kas tiks pieprasita, lai prognozeSanas rezultats butu derigs
lémumu pienemsanai.

- Vienibu skaits — gadijuma, ja uznémumam ir liels razojamo produktu skaits, tad
biezi tiek atrasts efektivakais 1€émums, kas mehaniski pielietojams visiem
elementiem. Gadijuma, ja javeic prognozeSana tikai vienai vienibai (jeb
produktu kategorijai), tad prognoze var biit daudz sarezgitaka un detalizétaka.

- PlanoSanas kontrole — gadijumiem, kad zaudéta kontrole par razoSanas procesu,

ir jaizstrada ricibas plans, kas btu istenojams iesp&jami atrak. Prognozésanas
metodei Sadas izmainas pamatmodell ir jaatpazist pec iesp&jas agraka stadija,
tomér parasti esoso modeli médz izmantot ar1 turpmak.

- Pastaviba — prognozéSana, kas ir nemainiga laika, un atrodas prepozicija ar
prognozesanu, kura ir svarstibu stadija.

- Eso$as planosanas procediiras — jebkadas prognozésanas metodes ievieSana, kas

ietver izmainas uznémuma darbibas planosana un lémuma pienemsana.

Prognozésanas metodes izvéle
Sesi svarigakie prognoz&Sanas metodes izveles faktori:
- prognozes laika perioda garums (prognozes horizonts);
- modela dati;
- katras izmantojamas prognozesanas tehnikas izmaksas;
- pieejamie dati un modeli;
- prognozeésanas tehnikas sarezgitibas pakape;

- tehnikas precizitate (kltudas lielums).

Prognozesanas perioda garums

Prognozesanai ir tris laika periodi: stermina periods (viens Iidz tris ménesi), videja
termina laika periods (tris ménesi Iidz divi gadi) un ilgtermina periods (vairak neka divi
gadi).

Pagatnes datu modelis

Pagatnes datu modelis parasti ir nozimigakais faktors, determingjot vispiemérotakas
prognozeéSanas tehnikas. Pagatnes dati ietver pieméroto modeli un apakSmodeli.
Apaksmodelis realizé sezonas, cikliskas un Tstermina izmainas. Ja laika periods ir relativi

1ss (nedela, ménesis), tad var identific€t vairakus apakSmodelus.
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Prognozesanas tehnikas izmaksas

Pastav tris izmaksu kategorijas, kas butu jaapskata, izvéloties prognozesanas

tehniku:

- datu vaksana — datu vakSanas izmaksas nav btiskas, ja tiek apskatits tikai viens
vienigs produkts un tiek pielietots laikrindu modelis. Uznémums riciba parasti ir
visi vésturiskie dati, kas nepiecieSami liclakajai laikrindu modelu dalai. Ja
modelis izmanto argjos datus, tad nepiecieSsama datu izpéte par potencialajiem
neatkarigajiem mainigajiem: tirdzniecibas dati, demografiskie dati. Ja tiek
pielietoti ieejas-izejas dati un ekonometriskie dati, tad izmaksas var biit augstas,
pasi, ja uznémums attista unikalu modeli. leejas-izejas modelis ir atkarigs no
transakciju tabulas, kas attélo ienakoso lielumu, prec¢u un servisa plismu.

- Modela izveide un pielietojums — §1s izmaksas attiecas vairak uz situaciju, ja ir
ietverts aprékinu modelis un ir tris pamatlielumi:
> attistibas izmaksas;

» datu uzglabasanas izmaksas;
» datora izmantoSanas izmaksas.

- Kontroles izmaksas un prognozes atjauninasana — kontroli var veikt ar roku vai
datora palidzibu. Kontrole ir svariga sastavdala katrai prognozéSanas aktivitatei.
Prognozes atjauninasana nozimé, ka visu laiku tiek pievienoti jauni dati un
esoSie dati tiek pilnveidoti. Kopuma nemot, atjauninasana nav darga aktivitate.

Datu pieejamibas veidi

Uznémumam, pirmkart, ir japiepem lémums — ko lietotajs grib prognozét, ko
nepiecieSams prognoze€t un cik ilgu laiku aiznems prognozeéSana. NepiecieSamie dati ir
atkarigi no izvéléta prognozeéSanas modela.

Prognozes$anas tehnikas sarezgitiba

Prognozésanas tehnikas sarezgitibu nosaka tas, kada veida prognozésanas modelis
tieck izv€lets un darbinats, cik daudz cilvéku ir iesaistiti prognozéSanas un lémuma
piepemsSanas procesa. Dazos gadijumos abus darbus dara viena persona, pieméram,
tirdzniecibas menedzZeris ir viena persona, kura gan prognoz€ uzneémuma tirdzniecibas
ienakumus, gan pienem uz prognozém balstitus l@mumus. Tas ir labakais risinajums, jo
prognozetajs zina faktorus, kas varétu ietekmét prognozi un lidz ar to iesp&jami mazaka

biitu prognozes klida.
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1.8. Dazadu prognozésanas modelu kritika

Sobrid plasi pazistamie prognozésanas modeli — regresijas, eksponenciala
izlidzinaSana, varbutibu modeléSana, neironu tikli, genétiskie algoritmi u.c. — nesniedz
visas atbildes uz tautsaimnieciba pastavosam problémam. Stradajot ar augstakmingtajiem
modeliem, var saskarties ar tadiem trikumiem, ka parmaciSana, pastavosa tendence
(trends) u.c. [92].

- Pieméram, regresijas modela parametru novertésana, kas balstas uz mazako
kvadratu metodi (sk. 2.1.att.), tiek noteikts, ka obligati jaapmierina vairaki
priekSnoteikumi, kuru neizpilde var radit butiskas kliidas:

a. Gadijuma kludas ir ar nulles vidgjo vertibu, galigo variaciju un

kovariaciju;

b. Katrs gadijuma klidas mé&rfjums raksturojas ar nulles vid&jo

vertibu, kas nav atkariga no novérota mainiga lielumiem;

c. Katras izlases kluidas variacija ir vienada, tas lielumi nav atkarigi

no novérota mainiga lieluma (homoskedastitate);

d. Kladu autokorelacijas trukums, t.i., dazadu novérojumu kladu

vertibas nav savstarpgji atkarigas.

e. Normalais sadalijums. Gadijuma kliidas ir normali sadalitas.

f. Endogena mainiga veértibas nav atkarigas no modela klidam

(atlikumiem), un tam ir ierobeZotas vidgas vertibas un
dispersijas.

0. Modela izveles problema un diskonté€Sanas probléma. Visi
nosacijumi ir diezgan griti izpildami modela atlases gaita, ka
rezultata var€tu rasties prognozesanas kliidas.

- Eksponencialas izlidzinaSanas metodes pielictosana galvenais un
sarezgitakais moments ir izlidzinaSanas parametra o izv€le, sakotngjie
nosacijumi un prognoz&jama polinoma pakape. Turklat, lai noteiktu modela
sakotngjos parametrus, joprojam batiski ir iepriek§ uzskaititie trikumi un
autokorelacijas probléma.

- Varbiittbu modeleSanas trikums ir sakotngja statistiska sadalfjuma
nezinasana, lidz ar to prasiba péc liela novérojumu skaita sadalijjuma
identific€Sanai.

- Problémas un trikumi metodém, kas tiek istenotas, pamatojoties uz neironu

tikliem. Nav skaidras metodes slana skaita izv€lei un neironu skaita izvélei
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slani. Gradienta metodes ar pastavigu macibas soli 1éna konvergence,
sarezgitiba ar optimalo maciSanas atrumu, o izveli, izlidzinasanas
koeficientu nejausas inicializacijas ietekme uz vidgjas kvadratisko kladu
funkcijas minimumu. Viena no nopietnakajam neironu tikla maciSanas
griittbam ir parkvalifikacijas (parmaciSanas) paradiba. Turklat dazada
méroga datu izmantoSana var izraisit "paralizi" tikla.

- Problémas un troikumi metodém, kas tiek 1istenotas, pamatojoties uz
genctiskajiem algoritmiem. Problematiski ir kodét informaciju, kas ietverta
neironu tikla modeli, ka arT izpratnes un programmatiiras ieviesanas
sarezgitiba.

Skaidrs, ka, veidojot realas prognozes, vienmer ir janem véra ne tikai izmantoto metozu
patnibas, bet ar1 to ierobezojumi un trikumi. Promocijas darba piedavatie algoritmi risina
finanSu u.c. tautsaimniecibas problémas, kur ir saskarsme ar nelinearajiem procesiem un
mazo varbiittbu iestasanas iesp&jamiba ir daudz lielaka, neka to paredz normalais

sadalfjums.

1.9. Stacionaru laikrindu modeli un to identifikacija

S1 sadala par ARIMA procesiem ir pievienota, lai raditu prieksstatu par ekonometriskajiem
modeliem — modeliem, kas veic prognozes, balstoties uz esosas izlases datiem. Ir izstradata
ARIMA klases modelu metodologija, kura lauj pielagot noteikta modela veidu gadijuma
procesam [93]. ST modela pielagosanas tehnika, kas balstas uz statistiskajiem testiem par
datu stacionaritati, modelu parametru izvéli u.c., galvenokart paredz gadijuma procesa
stacionaritati. Ja stacionaritates nav (skat.1.1.att.), ir varianti, ka varétu parveidot datus, lai
ieglitu stacionaritati. Turpmak, apskatisim stacionaritates, ARIMA modelu definicijus un

galvenas 1pasibas.

Analizgjamas laikrindas x, gadijuma atlikumu &, uzvedibu adekvati aprakstoSo
modelu meklé$anu, protams, veic stacionaro laikrindu klases ietvaros [25].

Definicija 1. Rindu x; sauc par stingri stacionaru (vai stacionaru Saura nozimg), ja

jebkuriem t, un t4,..., t,, M novérojumu {Xti }ml varbitibu savstarp€jais sadaltjums ir tads

=
pats ka m noveérojumiem {Xti ir }Iril
Respektivi, stingri stacionaras laikrindas TpaSibas nemainas, mainoties laika

atskaites sakuma punktam. Precizak, pie m=1 no pienémuma par laikrindas x, stingro

stacionaritati seko, ka gadijuma lieluma x, varbiitibu sadalijuma likums nav atkarigs no t,
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tatad, no t nav atkarigi ari visi gadijuma lieluma skaitliskie pamatraksturotaji, taja skaita
vidgja vertiba Ex, = p un dispersija Dx, = o2.

Actmredzot p (vidgjais) nosaka pastavigu Itmeni attieciba pret kuru svarstas
analiz€jama laikrinda x;, savukart o (Standartnovirze) raksturo pastavigu svarstibu
amplitidu. Ta ka gadijuma lieluma x, varbiitibu sadalfjuma likums ir vienads visiem t, tad
gan sadalifjums, gan ta skaitliskie pamatraksturotaji var tikt novertéti pe€c noverojumiem
X1se-ey X7

Taja skaita:

T
Q= _%_Z X; — vidgjas vertibas novertgjums, (1.3)
t=1
2 1 il ~\2 . .. .
6° = = (%, — )" — dispersijas novertgjums. (1.4)
t=1

Autokovariacijas funkcija (1)
Autokovariacijas funkcijas vertibas tiek statistiski novert€tas no esoSajiem

laikrindas novérojumiem p&c formulas [25]:

o) = ke =)

kurt=1,... T—1, bet & aprékinats péc formulas (1.3).
Acimredzot autokovariacijas funkcijas vertiba pie =0 nav nekas cits ka laikrindas

dispersija, un, atbilstosi

(1.5)

Autokorelacijas funkcija r(t)

Viena no galvenajam laikrindu veidojo$as nov€rojumu rindas atSkiribam no
nejausas izlases ir ta, ka laikrindas locekli, visparigi runajot, ir savstarp€ji statistiski saistiti.
Statistiskas saistibas cieSuma pakapi starp diviem gadijuma lielumiem var izmérit ar
korelacijas koeficientu. Ta ka miisu gadijuma koeficients méra starp vienas un tas pasas

laikrindas locekliem pastavoso korelaciju, to piepemts saukt par autokorelacijas
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koeficientu. Veicot lieluma r(t) analizi atkariba no t vértibas, ir piepemts runat par
autokorelacijas funkciju r(t).

Autokorelacijas funkcijas grafiku parasti sauc par korelogrammu.

Autokorelacijas funkcija (atSkiriba no autokovariacijas) ir bezizméra, t.i., nav
atkariga no analiz§amas laikrindas ve€rtibu meéroga. Tas veértibas péc definicijas var
svarstities no -1 lidz +1. Turklat no laikrindas stacionaritates seko, ka r(t)=r(-t), tadel
autokorelacijas funkciju analize aprobezojas tikai ar pozitivu t vertibu aplikosanu.

Autokorelacijas funkcijas vertibas tiek statistiski novertétas no esosajiem laikrindas

novérojumiem pé&c formulas [93]:

1 T-7 R
Z(Xt - ,U)(Xt+r ﬂ) .
o T-13 7(7)
F(r)= = =2l r=1..,T-1. (1.6)
S -ap 0
T t=1

Pastav vispargjas raksturigas 1paSibas, kas apraksta stacionaras laikrindas
autokorelacijas funkcijas uzvedibu. Citiem vardiem sakot, ir iesp&jams visparigi aprakstit
stacionaras laikrindas korelogrammas shematisku veidu. To nosaka $ada acimredzama
atzina: jo vairak laikrindas loceklu ir izkliedéti laika, jo vajaka ir So loceklu savstarpgja
saistiba un tatad lieclumam r(t) jabiit mazakam pé&c absolutas vértibas. Turklat virknei
gadijumu pastav tada r(0) robezvertiba, sakot ar kuru visas vertibas biis identiski vienadas

ar nulli.

Speciala autokorelacijas funkcija rspec(T)

Ar §is funkcijas palidzibu méra starp laikrindas locekliem x; un x,., pastavoso
savstarpgjo saistibu dazadam t veértibam, pie noverstas visu §is laikrindas starploceklu
pastarpinatas ietekmes uz So savstarpg€jo saistibu. Specialo 1-as kartas autokorelaciju var

izskaitlot, izmantojot sakaribu [93]:

rspec(z)zr(XI’X”Z'X”l:“):TZr(l)’ (L.7)

kur p — analiz€jama stacionara procesa vidgja vertiba.
Augstakas kartas specialas autokorelacijas var izskaitlot analoga veida, izmantojot

visparigas korelacijas matricas R = ||rjjl|, elementus, kur rij = r(x;, x) = r(fi —j)), i, j =
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l,..., Tun r(0) = 1. Pieméram, 2.kartas speciala autokorelacija tiek noteikta péc formulas

[93]:

o -
spec(3) (Xt’Xt+3|Xt+l Xii2 ﬂ) \/(1_"2(2))(1_"2(1)). -

Empiriskas (izlases) autokorelacijas funkciju versija tiek iegtta ar to pasu attiecibu
(1.7) un (1.8) palidzibu, mainot tajas ietilpstosas teorétiskas autokorelacijas r(t) vértibas ar
to statistiskajiem novértgjumiem ().

Autokorelacijas funkcijas r(t) un rse(t) veértibas ir nozimigs paligs analiz&jamas

laikrindas modela piemekl&Sanas un identifikacijas uzdevuma risinasana.
Spektralais blivums p(®)
Stacionaras laikrindas spektralo blivumu nosaka, izmantojot tas autokorelacijas

funkciju, kas balstas uz sakaribu:

oe}

p(w)= > r(z)e"™ kur i = v=1.
T=—00
Ta ka r(t) = r(-1), spektralo blivumu var pierakstit forma
plw)=1+ Zi r(r)cos(rm)
=1

Tatad funkcija p(®) ir harmoniska ar trendu 2n. Spektrala blivuma grafiku sauc par
spektru, un tas ir simetrisks attieciba pret = . Tadél p(w) uzvedibas analizé aprobeZojas
ar vertibam 0< o< r. Spektralajam blivumam ir tikai negativas vertibas.

Sis funkcijas Tpasibu izmanto$ana praktiskaja laikrindu analizé tick saukta par
»laikrindu spektralo analizi”, un pietiekami pilnigs §is pieejas apraksts dots, pieméram,
[10] un [34]. ST pieeja neguva plasu izplatibu ekonomisko laikrindu statistiskaja analizg, jo
spektrala blivuma empiriskajai analizei ir nepiecieSamas vai nu pietiekoSi garas stacionaras
laikrindas, vai ari vairakas analiz§amas laikrindas trajektorijas (gan viena, gan otra
situacija ir diezgan reta ekonomisko dinamikas rindu statistiskas analizes praksg). Analizei
svarigi, ka spektrala blivuma lielums raksturo savstarpgjas saistibas speku, kas eksiste starp
laikrindu x; un harmoniju ar periodu 2w/ . Tas lauj izmantot spektru ka periodiskuma

noteikSanas lidzekli analiz€jamaja laikrinda.
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Ja rinda satur sl€ptu harmoniju ar frekvenci o, tad taja ietilpst ar periodiskie locekli
ar frekvencem /3, w/4 u.tt. Ta ir ta saucama ,atbalss”, ko spektrs atkarto zemas
frekvences. ,,Atbalss” efekts analizéts raksta [19], par piem&ru izmantojot ikmenesa
bezskaidras naudas norékinu starp ASV bankam.

Iesp&jams nedaudz paplaSinat konkréto ekonomiskas dinamikas rindu analizé
izmantojamo stacionaro laikrindu modelu klasi.

Definicija 2. Rindu sauc par vaji stacionaru (vai stacionaru plasa nozimg), ja tas
vidgja vertiba, dispersija un kovariacija nav atkarigas no t.

Tatad, atSkiriba no prognozes, kura balstita uz regresivo modeli, kas ignoré
gadijuma atlikumu vértibas, laikrindu x; prognozeé izmanto savstarp€jo atkaribu un pasu
gadijuma atlikumu prognozi.

leviesisim apzimé&jumus. Ta ka Seit aprakstita gadijuma atlikumu uzvediba, tad ar &
apzim@sim model&jamo laika rindu, un uzskatisim, ka visiem t tas matematiska ceriba ir
vienada ar nulli, t.i., Eg, = 0. Savukart ar & apzim&sim laikrindu, kas veido ,balto
troksni”.

Turpmak apskatito modelu aprakstu un analizi formul€sim ar vispargja lineara
procesa terminiem, kas izteikts ar pasreiz&jas un ieprieks¢jo ,,balta trok$pa” vértibu svérto

summu, bet precizak:

&= BSik (1.9)
k=0

kurBo=1un > ¢ <o,
k=0

Tada veida “baltais troksnis” izsaka impulsu sériju, kas plasa realu situaciju klasé
gener€ petamas laikrindas gadijuma atlikumus.

Ekvivalenti (1.9) laikrindu & var izteikt forma, kas iegiita no klasiska lineara
daudzfaktoru regresijas modela, kuram ka skaidrojoSie mainigie ir laikrindas vertibas visos

iepriek$gjos laika momentos:

k=1
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Seit svara koeficienti m, m,... sava starpa ir saistiti ar noteiktiem likumiem, kas
nodroSina rindas & stacionaritati.
Apskatisim ar1 jaukta tipa procesu, kas satur gan pasa procesa autoregresivos

loceklus, gan slidoSo ,,balta troksna” summesanu:
p q
& = Zﬂ'ké‘t_k + 6, +Zﬂj5t_j.
k=1 =1

Uzskatisim, ka p un q var bt ar1 bezgaligi lielas veértibas un atseviskos gadijumos

dazi (vai pat visi) koeficienti 7 un/vai f ir vienadi ar 0.

1.9.1. P-tas kartas autoregresijas modeli (AR(p)-modeli)

Sakuma apskatisim vienkarsakos specialos gadijumus.

Autoregresijas 1-as kartas modelis — AR(1) (Markova process)
Sis modelis apraksta vienkar§ako autoregresiva tipa procesa modeli, kad (1.10) visi

koeficienti 7z, k=2,...,00 ir vienadi ar nulli. Atbilstosi to parada izteiksme:
&= ag1+ o, (1.11)

kur a — skaitliskais koeficients, kas péc absolitas vértibas neparsniedz 1 (Jof < 1), bet & —
gadijuma lielumu virkne, kas veido ,,balto troksni”. Turklat & ir atkarigs no & un visam
iepriek$gjam & vertibam, bet ne no J nakotnes veértibam. Lidz ar to & sauc par inovaciju
(Jauninajumu).

Virknes & , kas apmierina attiecibu (1.11), biezi sauc par Markova procesiem. Tas

nozimeé, ka

Eg=0, (1.12)

r(&, &) = o, (1.13)
2

Da= —0_, (1.14)

cov(g, &) = dDa. (1.15)
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Svarigs secinajums no (1.15) — ja lielums |¢] ir tuvs vieniniekam, tad & dispersija
biis daudz lielaka par o dispersiju, kas savukart nozimé, ka, ja rindas & blakus vértibas ir
stipri korel&tas, tad diezgan vaju jauninajumu rinda ¢& izsauks lielu & svarstibu atlikumu.
Rindas (1.71) stacionaritates nosacijumi noteikti ar koeficientu a:

|lal <1,
t.i., vienadojuma 1 — az = 0 saknei zy p&c absoliitas vértibas jabut lielakai par vieninieku.

Markova procesa autokoreldcijas funkcija noteikta no sakaribas (1.13):
r(7) = r(a, &) = o’. (1.16)

kam seko parametra « parasta varbitiska interpretacija: o = r(&, &), t.i., a vértiba
nosaka korelacijas lielumu starp rindas & divam blakus vertibam.

No (1.16) redzams, ka korelacijas stipruma pakape starp virknes (1.11) locekliem
eksponenciali samazinas, tiem vienam no otra attalinoties laika.

Specialo autokoreldcijas funkciju rspec(7) = 1(&, &+:| &1 = &2 =...= G+r1 = 0) var
izskaitlot ar formulu (1.7)-(1.8) palidzibu. TieSa izskaitlo$ana p&c $im formulam dod $adu
vienkarS$u rezultatu: specialas korelacijas funkcijas repec(7) vertibas ir vienadas ar nulli

visiem t = 2.3..... So Ipasibu var izmantot modela piemekl&sana: ja izlasei izskait]otas
specialas korelacijas fspec statistiski nenozimigi atSkiras no nulles pie t = 2,3, tad 1-as
kartas autoregresijas modela izmantoSana laikrindas gadifjuma atlikumu uzvedibas

aprakstiSanai nav pretruna ar sakotn&jiem statistiskajiem datiem.

Markova procesa spektralo blivumu p(z) (1.11) var aprékinat, izmantojot formulu

p(@)= 20 0<a<i (&Szﬂj
2+a° —2acos(27d)’ T2 21 )’

Gadijuma, kad parametra o vértiba ir tuva vieniniekam, rindas & blakus vértibas ir
tuvas viena otrai péc liekuma; autokorelacijas funkcija eksponenciali samazinas, paliekot
pozitiva, bet spektra dominé zemas frekvences, kas nozimé diezgan lielu vidgjo attalumu
starp rindas & virsotném. Parametra o vértibai, kas tuva — 1, rinda atri oscilé (spektra
pastav augstas frekvences), bet autokorelacijas funkcijas grafiks eksponenciali nokrit lidz

nullei ar parmainus zimju mainam.
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. . - .. - — 2 — = — v = .
Modela identifikacija, t.1., ta parametru o un 0, novértéSana péc esosas laikrindas

X; realizacijas (jaatceras, ka atlikumi ir nenoverojami), ir balstita uz sakaribam (1.12)-

(1.15) un var tikt realizéta ar momentu metodes palidzibu. Sim noliikkam vispirms jaatrisina

komponentes f(t) izdaliSanas uzdevums, kas lauj operét ar talakajiem atlikumiem

& =x—flt) (1.17)

T
gt
kurg = <L

, bet atlikumus aprékina p&c formulas (1.11).

Parametra o novért&§jumu ¢ ieglstam ar formulas (1.13) palidzibu, ievietojot taja

korelacijas koeficienta vieta ta izlases veértibu, t.i.,

Visbeidzot, parametra 65 novertgjums 5’5 balstas uz sakaribu (1.14), kura lielumi

D& un o tiek atbilstosi aizvietoti ar novertgjumiem 7(0) un & : 6= (1—0?2);7(0).
Autoregresijas 2-as kartas modeli — AR(2) (Jiila procesi)

Sis modelis, tapat ka AR(1), izsaka autoregresiva procesa atsevisku gadijumu, kad

(1.10) visi koeficienti m, k=3,...,00 vienadi ar nulli. Tatad to var izteikt ar sakaribu
&= g1+ &2t & (1.18)
kur virkne &1, &,... veido ,,balto troksni”.
Rindas (1.18) stacionaritates nosacijumi (nepiecieSamie un pietiekamie) tiek

noteikti ka [7]
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| < 2,
a, <1l-|ay.

Vispargjas modelu teorijas ietvaros tos paSus stacionaritates nosacijumus iegiist no
prasibas, lai visas atbilstosa raksturiga vienadojuma saknes neatrastos vienibas rinki.
Raksturigajam 2-3s kartas autoregresijas modela vienadojumam ir S$ada forma:

2 _
l-az-a,7° =0.
Jilla procesa autokorelacijas funkcija tiek izskaitlota $ada veida. Divas pirmas

vertibas r(1) un r(2) izteiktas ar sakaribam:

a
1)=-—2,
W)=1"
2
r(2)=a, +1_10[2 :

bet vertibas r(z), 7= 3, 4,... izskaitlotas ar rekurento sakaribu
r(z) = aur(r— 1) + aor(z - 2).
Otras kartas autoregresijas modeli generétajai laikrindas specialajai autokorelacijas

funkcijai ir Sada raksturiga Tpasiba: rspec(z) = 0 visiem 7=3,4,...

Spektralo blivumu p(&) Jitla procesam var aprekinat ar formulas palidzibu:

~) 20_5

= 0<o<
Pl@ 1+of +a? - 20, (1-a, )cos(27@) — 2a, cos(47d ) “

N -

2-as kartas autoregresijas modela identifikacija pamatojas uz sakaribam, kas
modela parametrus o, o Un Gé saista ar ,,noveérojamas” laikrindas vértibam &.
P&c vertibam ¢, tiek izskaitloti novertgjumi 7(0),¢(1) Un ¢(2), atbilstosi dispersijai

D& un autokorelacijai r(1) un r(2). Tas darits ar attiecibu (1.7) un (1.8) palidzibu:
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P-tas kartas autoregresijas modeli — AR(p) (p=3)
Sie modeli, veidojot apakskopu vispargjo linearo modelu klasg, pasi ietver diezgan
plasu modelu klastu. Ja vispargja linearaja modeli (1.10) visus parametrus 7, iznemot

pirmos p koeficientus, uzskatisim par vienadiem ar nulli, tad nonaksim pie AR(p)-modela
p
& = Zajgt_j + 9, (1.18)
=1

kur gadijuma lielumu virkne &1, &,... nosaka ,,balto troksni”.

Stacionaritates nosacijumi procesam, ko generé modelis (1.18), ari tiek formuléti ar
ta raksturiga vienadojuma 1 — mz — i apz® = 0 saknu vértibam. Procesa
stacionaritatei nepiecieSami un pietiekami, lai visas raksturiga vienadojuma saknes atrastos
arpus vienibas rinka, t.i., p€c modula parsniegtu vieninieku.

Procesa (1.18) autokorelacijas funkciju var noteikt ar rekurentu formulu palidzibu,

izmantojot pirmas p veértibas r(1),..., r(p):

r(g=or(r—1)+ ar(r-2)+...+ opr(z—p), z=p+1,p+2,.. (1.19)
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Speciala procesa autokorelacijas funkcijai (1.18) bts ne nulles veértibas tikai pie
r<p, savukart visas vertibas rspec(P) pie ©™p biis nulles (sk., pieméram, [17,19]). ST
specialas autokorelacijas funkcijas Tpasiba AR(p)-procesam visbiezak tiek izmantota, lai
piemekl&tu kartu konkretai analiz€jamai laikrindai autoregresijas modeli. Ja, piemé&ram,
visi specialie autokorelacijas koeficienti, sakot ar pakapi K, statistiski nenozimigi atskiras
no nulles, tad autoregresijas modela kartu ir dabiski noteikt vienadu ar p=k-1.

P-tas kartas autoregresijas procesa spektralais blivums tiek noteikts ar Sadas

formulas palidzibu:

2
p(®) 2,

o
IN
O
IN
N |-

—-i2za _aze—i4ﬂ5 _.”_ape—inmB

) ‘1— e

P-tas kartas autoregresijas modela identifikacija balstita uz sakaribam, kas saista
modela nezinamos parametrus ar p&tamas laikrindas autokorelacijas funkcijas vertibam.
Lai iegitu §1s sakaribas, veértibas 7 = 1,2,......p pakapeniski ievieto (1.19), tada veida

iegiistot linearu vienadojumu sistému attieciba pret o1, @, ..., op:

r)=ay +a,r@Q)+...+a,r(p-1)

r(2) = aur()+ a + ...+ a,r(p - 2), (1.20)

r(p)= alr(p—1)+a2r(p—2)+...+ap.

So vienadojumu sisttmu sauc par Jiila-Vokera vienadojumiem. Novértgjumus &,

parametriem ¢4 ieglst, aizvietojot autokorelaciju r(k) teorétiskas vértibas ar to

novertgjumiem ¢(k) un atrisinot tada veida iegiito vienadojumu sistému.
Parametra 05 novertgjums tiek ieglts no sakaribas
o = y(O)(l—alr(l)—azr(Z)—...—apl’(p)), aizvietojot visus lielumus vienadojuma labaja

pusé ar to novert§jumiem.

1.9.2. Slidosa vidéja g-tas kartas modeli (MA(Q)-modeli)

Apskatisim vispariga lineara procesa (1.9) specialu gadijumu, kad tikai pirmie q

koeficienti 3 nav nulles. Saja gadijuma procesu var aprakstit $ada forma:
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6= 8~ 061~ 2.~ Opdig, (1.21)

kur é,..., 6, izmantoti, lai apzZim&tu galigu parametru /5 kopu, Kas ietilpst (1.9).
Procesu (1.21) sauc par g-tas kartas slidosa vidéja modeli (MA(q)).

Divejadiba AR - un MA-modelu attélojuma un jédziena par MA-modelu
atgriezeniskumu

No (1.9) un (1.10) redzams, ka vienu un to paSu visparigo linearo procesu var
att€lot vai nu bezgaligas kartas AR-modela veida, vai ar1 bezgaligas kartas MA-modela

veida. Sakaribu (1.21) var parrakstit ka
a=at 0ot oo t.. .t Gog,
no kurienes
A= G— M&-1— &2 —..., (1.22)

kur koeficientus 7; (j = 1, 2,...) noteikta veida izsaka ar parametriem é,..., 6. Lidz ar to
sakaribu (1.22) var pierakstit bezgaligas kartas autoregresijas vienadojuma veida (t.i.,
apgriezta izvirzijuma veida): &, = Zﬂ' & 0

-1

Zinams (sk., pieméram, [21]), ka nosacitas MA(q) modelu apgriezamibas (t.i.,

rindas Zﬂ ; konvergences) nosacfjumi tiek formuléti ar modela (1.21) raksturiga
i1

vienadojuma terminiem $ada veida:
Visam raksturiga vienadojuma 1— 6,z —8,2° —...— 6,2° =0 sakn&m jaatrodas arpus

vienibas rinka, t.i., ;] > 1 visiem j =1,2,...,0.

MA(q) procesa raksturojumi

Procesa kovariacijam ir spéka $ada izteiksme:

0'02(1+¢912+022+...+9§), r=0;
y(7)=102(-6.+66,,+6,0,,+..+6, 0,) l<r<g; (1.23)
0 7>
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Procesa MA(q) autokoreldcijas funkcija tiek iegiita no (1.23):

-0, +60.,,+0,0,,+..+6, 06,
2 2 2 1 T :ll"'yq1
r(r)= 1467 +6; +..+0; (1.24)
0, 7>4(.

Tada veida MA(Q) procesa autokorelacijas funkcija r(z) ir vienada ar nulli visam t
vertibam, kas ir lielakas par procesa kartu ¢. ST svarigo pasibu izmanto MA(g)-mode]a
kartas piemekléSanai eksperimentalajiem datiem.

MA(q) procesa spektralo blivumu var izskaitlot ar $adas sakaribas palidzibu:

p(@) = 2021~ G — 0,67 —..~ e 0< & <12,

MA(q) modela identifikacija notiek, balstoties uz sakaribu (1.24), jeb, precizak,
sada veida:

1) péc vertibam & = X, — f (t) ar formulas

1 &= . _
Z(gt_g)(gt+r_5)

f(r)= 1 -7 ———r=12..0,

..... 7(q) Vertibas;

2) t=1,....... ,  vertibas secigi tiek ievietotas sakariba (1.24), tas kreisaja pusé
lielumus r(z) aizvietojot ar ieprieks ieglitajiem noveért&jumiem ¢(z);

3) sada veida iegiita q vienadojumu sist€éma tiek risinata attieciba pret nezinamajam

A A

vertibam @;,..., @ §is sistémas atrisinajumi 6),...,6, ari dos novértg§jumus modela

nezinamajiem parametriem;
4) parametra Gg novert§jumu var iegit, izmantojot (1.23) pirmo sakaribu, »0),

01,..., Oy vieta ievietojot to novertejumus.

Atzimésim, ka atSkiriba no Jula-Vokera vienadojumu sisteémas (1.20), vienadojumi
MA(q) modela parametru noveértgjumu noteikSanai ir nelineari. Tapéc Sie vienadojumi
jarisina ar iteraciju procediiru palidzibu (sk., pieméram, [22]).
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1.9.3. Autoregresivie slidosa vidéja modeli (ARMA (p, q) modeli)

MA tipa procesa izteikSana autoregresijas forma ir neefektiva no ta parametrizacijas
viedokla. Analogi AR procesu nevar efektivi izteikt ar videja slidosa modela palidzibu.
Tade] efektivas parametrizacijas iegiiSanai dazreiz ir lietderigi ieklaut loceklus, kas modelé

atlikumus slido$a vid&ja forma. Tadiem linearajiem procesiem ir §ada forma:
&= g 1t..t papt o— o —...— Qo (1.25)
un tos sauc par autoregresiviem slidosa vidgja procesiem ar kartu (p, q) (ARMA(p, q)).

ARMA (p, q) - procesu stacionaritate un atgriezeniskums

Pierakstot procesu (1.25) forma
p
£ =D &6 + 0y, (1.26)

kur gqt =6, -06, ,—...— 0,6, , var veikt stacionaritates analizi p&c tas pasas shémas, ka

_q )
AR(p) procesiem. Turklat ,,atlikumu” 5_qt u & starpiba nekadi neietekm@s nosacijumus, kas

nosaka autoregresijas procesa stacionaritates nosacijumu.

p
Analogi, apzimgjot &, = & — Za j€.; un apskatot procesu (1.25) forma
i1

Ep =0 =00, —..— 0,6,

ot attieciba uz S§1 procesa apgrieZamibas nosacijumiem iegiistam

—q>
tos pasus secinajumus ka MA(q) procesam: ARMA(p, () procesa apgriezamibai
nepiecieSami un pietickami, lai visas MA(Q) procesa raksturiga vienadojuma saknes
atrastos arpus vienibas rinka.

Autokoreldcijas funkciju analizé€ analogi tam, ka tas tika darits AR- un MA-
procesiem, kas lauj izdarit $adus secinajumus:

1) no sakartbam A7) = axfr— 1) +...+ A7 — P) + 7:(?) — Oyes(7 — 1) —...—
G:t— —0q), kur y5K) = E(&«&) — kovariacijas funkcija virknem & uné) ja =0, 1,
..., Q seko, ka kovariacijas #(0), ©(1),..., AQ) un atbilstosi autokorelacijas r(1), ..., r(p)
sava starpa saistitas noteiktu atkaribu sisttma ar q slidosa vidgja parametriem y(0), y(1),
...,y(Q) un p autoregresijas parametriem r(1), ..., r(p). Turklat kovariacijas y.s(7), y.s(7 —

1),..., 7.s(7 — Q) pozitivas laika nobides vertibas ir vienadas ar nulli, bet negativam tas var
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izteikt parametru o, ..., o, 64, ..., 6, terminos ar $ada panémiena palidzibu: piegpemot, ka
k>0, tad y.s(—k) = E(gax®); izveduma g0 ar (k+1)-kartas secigo pirma reizinataja
ievietoSanu formula (1.25) aizvieto ar linearo kombinaciju &3, ... ,baltd troksna”
elementiem ¢ un modela parametriem (ta ka E(&-16)= 0).

2) Autokorelacijas funkcijas vértibas r(z), ja = > q + 1 tiek aprékinatas no
rekurentam sakaribam r(z) = oaf(7— 1) + oor(z — 2) +...+ (7 — p), kas precizi atkarto
analogu rekurento sakaribu (1.19) AR(p) procesa autokorelacijas funkcijai. Tas nozimé, ka,
sakot no 7= q + 1, ARMA(p, q) procesa autokorelacijas funkcija uzvedas tapat ka AR(p)
procesa autokorelacijas funkcija, t.i., ta sastav no dilstoSu eksponensu un (vai) rimstosu
sinusoidu kopuma, un tas Tpasibas nosaka koeficienti a,..., op un sakuma vertibas r(1),...,
r(p).

Speciala ARMA (p, q) procesa autokoreldcijas funkcija uzvedas ka MA(Q) procesa
speciala autokorelacijas funkcija. Tas nozimé, ka taja ir dilstoSo eksponensu un (vai)
rimsto$o sinusoidu tipa locekli (to savstarpgja attieciba ir atkariga no MA(Q) procesa kartas
un parametru vertibam).

ARMA (p, q) procesa spektralo blivumu var izskaitlot ar $adas sakaribas palidzibu:

l_ee—izmz ) e—i4;m? —..—0 e—i2q7m7 2
p(@)= 207 ‘ = : :

O<w<

N |~

—i270 e—i4ﬂa7 -i2prao 2

‘1 -ae -a,

—...—Olpe

ARMA (p, q) procesa identifikacija baz&jas (tapat ka AR- un MA- modeliem) uz

modela parametru statistisko novértéjumu ar momentu metodi. Parametru o (K =1, 2,...,
P, d3G=1,2,..,0) un 05 novertéSanas procediira dalas divos etapos: pirmaja etapa
legust parametru ax novert€jumus, otraja — parametru g un 65 novertéjumus.

Pirmais etaps. Modela autokorelacijas komponentes parametri (1.25) atbilst kinearu

vienadojumu sist€mai:

r(q+1)-er(a)-e,r(@-1)-...—a,r(q- p+1)=0,
r(@+2)-ar(q+1)-a,r(a)-..—a,rl@- p+2)=0,
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levietojot (1.27) r(k) vieta to izlases noveértéjumu vértibas un risinot iegito sistému

attieciba pret ¢; (j = 1,..., p), iegiistam novertgjumus &,-.., &, .

Otrais etaps. Ievietojot ieglitos novertéjumus dl,---,dp (1.25), ieglstam Q+1

sakaribu kopu:

p q
&~ Z“kgt—k =0~ 29,@7,—,
k=1 =1
p q
S~ Zakgt+l—k = 5t+1 - Zej5t+l—j ,
k=1 -1

P q
gt+q - Zakqu—k = 5t+q - Zej5t+q—j'
k=1 j=1

Yo o C o - : . 2
S1 sistéma lauj ieglt nelinearas sakaribas, kas saista mekl&jamos parametrus 0,

6,..., 6y ar autokorelacijam un 1-aja etapa iegiitajiem novertejumiem.

Autoregresivie slido$a videja vektorialie modeli

Ekonometriskaja literattira un pielietojumos tiek apspriesti un izmantoti ari ARMA
daudzspektru modeli un, ka to specialie gadijumi, vektorialie AR- un MA-modeli. Bitiba
Sie jautajumi attiecas uz daudzspektru regresijas problematiku un vienlaicigu vienadojumu
sisttmam. Sikaku informaciju par autoregresijas vektorialajiem modeliem var atrast,

pieméram, [23].

Ekonomisko raditaju prognozésana uz laikrindu pamata

Tagad apskatisim, ka ieprieks€jas sadalas aprakstitas metodes un modeli tiek
izmantoti ekonomisko raditaju prognozesana. Koncentrésimies uz prognozes metodém,
kuras esosa rinda ekstrapol&jas uz prieksu, bet citas rindas, kas, iesp&€jams, ietver noteiktu
informaciju par pirmas uzvedibu, prognozésana netiek izmantotas. Ta ka neeksisté visiem
dzives gadijumiem piemérotas universalas prognozeésanas metodes, tad attiecigas metodes
izvele un tas efektivitate ir atkariga no daudziem nosacijumiem.

Tai skaita no:

- vajadziga prognozéSanas horizonta;

- analiz&jamas laikrindas garuma;

- sezonalas komponentes vai jebkadu ,nestandarta” ipaSibu esamibas vai

neesamibas rinda.
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Tap€c prognozesanas metode jaizvelas, nemot véra visas specifiskas prognozes

mérku un analiz€jamas laikrindas ipatnibas.

Prognozesana uz ARIMA modelu bazes

ARIMA modeli aptver diezgan plasu laikrindu spektru, bet nelielas So modelu
modifikacijas lauj diezgan precizi aprakstit arT laikrindas ar sezonalitati. Vispirms
apskatisim laikrindu prognozeésanu ar metodém, kas balstas uz ARIMA modelu
izmantoSanu. Apskatisim ARIMA modelus visparigi, nemot véra, ka Saja klas€ ietilpst art
speciali gadijumi — AR - , MA — un ARMA — modeli. Turklat pienemsim, ka piemérota
modela izv€le analiz§amai laikrindai, ieskaitot §T modela identifikaciju, jau ir izdarita.
Tapéc turpmak uzskatits, ka visi modela parametri jau ir noverteti.

Prognoz€sim nezinamo vertibu X+, | > 1, uzskatot, ka X; ir pédgjais analiz€jamas
laikrindas noverojums, kas ir misu riciba. Apzimésim $adu prognozi ar )2: .

. - ol ol+1 - = = v S —
Atzimésim, ka, kaut arT X, un X_; apzimé tas pasSas nezinamas vertibas X

prognozi, tomér tie ir aprékinami dazadi, jo ir dazadu uzdevumu risinajumi.
ARIMA(p, k, g) modelu ietvaros analiz&jamo rindu X,, jebkuram z > k, aprakstisim

sada veida:

k

(-al-..—a,°)>(-1)Cix, =666, ,—..— 0,0 (1.28)

q%r-q1
j=0

kur L — laika funkcijas operators ieprieks&jam solim.

No sakaribas (1.28) var izteikt x, jebkuriem r=t—q,...,t—1,t, t+1,..,t+ I

X, = (Zp:aijJxT +(1—Zp:aj|_1]£k (_1)icli(x,iJ+(1—Zq:0j LJJ@. (1.29)

i
Sis sakaribas labaja pusé ir linearas kombinacijas no p+k iepriek3gjam (attieciba
pret kreisaja pusé esoSo) analiz€jama procesa X, vertibam, kuram pieskaititas linearas
kombinacijas kart§jai un q iepriek§§jam gadijuma atlikumu o, vertibam. Turklat
koeficienti, ar kuru palidzibu §is linearas kombinacijas aprékinatas, ir zinami, jo tiek
izteikti jau noverteéta modela parametros.
Sis fakts dod arT iesp&ju izmantot sakaribu (1.29), lai iegiitu analiz&jamas laikrindas

prognozgjamo vertibu | laika soliem uz priekSu. Teorétisko bazi $adai prognoz€sanas
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pieejai nodroSina zinams rezultats, saskana ar kuru vislabaka (videjas kvadratiskas kliudas
nozime) lineara prognoze | soliem uz priekSu no sakuma laika momenta t ir nosacita
gadijuma lieluma Xy matematiska ceriba, kas aprékinata pie nosacijuma, ka visas X,
vértibas, lidz laika momentam t, ir zinamas. Sis rezultats ir vispar&jas prognozésanas
teorijas specials gadijums (sk. [18]).

Nosacito matematisko ceribu E(X+ | X1,..., X;) iegtst, pielietojot vidgjas vértibas

operatoru abam dalam (1.29) pie r=1t + |, ievérojot $adas sakaribas:

E(Xej | X1,. -+ Xt) = Xt visiemj=0,1,2,...,t—1; (1.30)
E(Xes | X1,y X0) = R visiemj=1,2,...; (1.31)
E(Xwj | X1,..., X)) =0 visiemj=1,2,...; (1.32)
E(X | X,..0s X) = X_j — Xy Visiem j=0, 1,2,...,t— 1. (1.33)

Tada veida tiek noteikta Sada procediira prognozes izveidei péc laikrindas
trajektorijas zinama momenta:

1) péc formulam (1.29) aprékina prognozes )?tl_q_l, )?tl_q,..., )?tl_l laikrindas

iepriek$¢jam vertibam,; turklat, aprékinot sakuma prognozes )A(t_q+m_l lielumiem

Xegem (M =0, 1,...) vidgjo E(Sqimj | X1,--.» Xtqem), ko vispariga gadijuma
izskaitlo péc formulam (1.33).

2) izmantojot formulas (1.29) pie 7> t un sakaribas (1.30)-(1.33), tiek aprékinatas
nosacitas matematiskas ceribas prognozes vértibu izskaitloSanai.

Megs Seit nepieskaramies svarigiem iegiistamo prognozu noverté€Sanas jautajumiem,

Kuru teorétiskie aspekti ir apskatiti, pieméram, [24].

1.10. ARIMA modelu trikumi

ARIMA metodologija nespgj apstradat liela apjoma informaciju [71]. Daudzas
prognozesanas jomas, pieméram, ekonomika, dati ir trokSpaini; médz biit arT peksSnas datu
dinamikas izmainas.

Daudzos zinatnieku darbos, analiz&jot un model&jot makroekonomiskos raditajus,
kas raksturo inflacijas, argjas tirdzniecibas, procentu likmju, valtitas kursu u. c. procesus,
konstatetas visparigas likumsakaribas noveérojamo modelu gadijuma atlikumu (prognozes

kludu) uzvediba: to lielas un mazas vertibas grupgjas veseliem klasteriem vai s€rijam, t. 1.,
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mijas mierigo un nemierigo stavoklu periodi [41]. Turklat tas nenoved pie to
stacionaritates un homoskedastitates (t.i., kliidu sadalijuma vienmeribas) trauc€jumiem
salidzinosi lielos laika intervalos. Ar ARMA modeliem So fenomenu neizdevas izskaidrot,
tapec bija nepiecieSama zinamo modelu modifikacija [6]).

ARIMA modelu priekSrocibas ir tas, ka Sie modeliem ir loti skaidrs matematisks un
statistisks pamats, kas padara Sos modelus par vieniem no visvairak zinatniski
pamatotajiem, novertgjot visu prognozeésanas modelu kopumu,

V@l viena to priekSrociba — aprobéta un zinama metodologija, péc kuras var
izveleties modeli, kas ir vispiemé&rotakais katrai konkrétajai laikrindai. Formala atbilstibas
modela parbaude ir pavisam vienkarsa, un izstradatas metodes vislabako ARIMA modelu
automatiskai atlasei atvieglo pétnieku darbu.

Turklat punktu un intervalu prognozes izriet no pasa modela un nav nepiecieSami
atseviski aprékini.

Viena no acimredzamam $o modelu nepilnibam ir laikrindu datu apjoms: lai
izveidotu adekvatu ARIMA modeli, ir jabut vismaz 40 novérojumiem [43], tom&r praksé
tos ne vienmer ir iesp&jams iegt.

Vél viens nopietns trikums ir ARIMA parametru jutigums pret datu izmainpam: ja
ARIMA modelim ir pievienoti jauni dati, nepiecieSsama periodiska parametru parvértésana
un dazkart pat paridentific€Sana.

TreSais truokums: lai veidotu apmierinoSu ARIMA modeli, nepiecieSsams daudz
resursu un laika[86]. Modela konstruéSana ir drizak "maksla", t.i., prasa lielu iesaistita
prognozgetaja pieredzi.

Bet §1s priekSrocibas un trikumi attiecas tikai uz modela konstruéSanas procesu.

Interesants ir ARIMA modelu prognoze$anas precizitates salidzinajums ar citiem
modeliem, ko veica Starptautiskais Prognozetaju instittits [89] (International Institute of
Forecasters).
Lidz 1982. gadam prognoz&taji plasi uzskatija, ka ARIMA modeli nodroSina visprecizakas
prognozes. Tom&r pe&c pirma prognozéSanas precizitates testa dazadu modelu ietvaros
izradijas, ka ARIMA modelis nav labaks par eksponencialas izlidzinaSanas modeliem.
Rezultata tika secinats, ka katra konkrétaja gadijuma izmantojams tikai noteikts modelis
[90].

Iepriek§ mingtais izvirza jautajumu, kadel tas pasas metodes, kuras ir tik labi
pamatotas no matematiskas statistikas viedokla, neparsniedz prognozeSanas precizitate

citas metodes, kuram pilniga statistiska izp&te notikusi tikai 21. gadsimta sakuma [90].
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Atbilde uz So jautajumu slépjas pieeja, kas ir ARIMA modelu pamata - visa to
struktlira balstita uz pienémumu, ka laikrinda genergjas bezgaligi saskana ar noteiktu
funkciju. Tadg] ir nepiecieSsama §is funkcijas parametru izvertésana. Lidz ar to ARIMA
metodes pamata ir pienémums par ,,iesaldéto” procesu, kas nav evoluciongjoss, jo sakuma
Sie modeli bija izstradati fizisko un tehnisko procesu prognozésanai (pieméram, viens no
ARIMA dibinatajiem Jils [91] savos zinatniskajos darbos model&ja saules plankumus), kur
gandriz visi procesu veidi tika aprakstiti vai nu ka stacionari, vai ka diferencu stacionari.
Tadgjadi problémas prognozeéSana rodas tad, kad nepiecieSama neatgriezenisko procesu
izmainu paredzé$ana. Tadi procesi varétu but ekonomika — pieméram, ne vienmér IKP
lielums atkarigs no ieprieks veiktiem novérojumiem. Varétu paradities kadi jauni faktori,
piem., biznesa joma u.c., kas ietekmétu IKP lielumu — savukart "tehniska" attiecksme pret
jaunajiem faktoriem nelautu nemt vera to 1pasibas, un tade] nebiitu iesp&jams veikt precizu
prognozesanu.

Turklat pasreizgjas vertibas atkariba no ieprieks€jas laikrindas ir vairak virtuala
neka reala: formali, konstrugjot korelogrammas, més redzEsim, ka $ie notikumi ir
savstarpgji saistiti. Skaidrs, ka patiesiba ta nav, un Iidz ar to uz to balstitie modeli ari bis
nepatiesi.

Protams, ARIMA modelu pamata ir savas nepilnibas. Tomér tas nekada veida
neliecina par to, ka no Siem modeliem biitu jaatsakas. Vienkarsi ir janem véra So modelu
pozitivos un negativos aspektus, un jabalstas uz tam prognozém, par kuram (pamatojoties
uz ekspertu viedokli un nozares veikto fundamentalo analizi) varam teikt, ka tas labak
raksturos realo situaciju nakotné. Tadgjadi, prognozetajam butu jalieto metodes, kas ir
robustas pret ieprick§minétajam problémam. Viens no veidiem — Kkopulu un

autokorelacijas koeficientu GARCH(1,1) modela atlikumu izmantoSana.

1.11. Stohastiskie diferencialvienadojumi un Markova ipasiba

Saja nodala izklastita diferencialvienadojumu izmantoSanas nepieciesamiba Markova

procesu aprakstiSanai. Apskatita teorija pielietota, lai iegtitu 3. un 4. nodalas rezultatus.

Pienemsim, ka filtréta [62] varbatibu telpa (2, F ,F g P) ir uzdots skalars stohastiskais

diferencialvienadojums
dx = a(t, x)dt + o (t, x)dw(t) , (1.34)

kas apmierina sakuma uzdevuma
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X(s) = X (1.35)

atrisinajuma eksistences un unifikacijas nosacijumus uz pusass [s,c) Visiem s>0,xeR.

So atrisinajumu, ka telpa (Q,F,F ! P) uzdotu gadijuma procesu, apzimésim
Xox ={X(t,s,x),t >s}. Lai aprakstitu atrisindjuma skaitliskos vai varbutibu raksturotajus

atkariba no sakuma nosacijumiem (1.35), Sos nosacijumus noradisim ka apaksgjo indeksu,

atbilstoSi matematiskai ceribal vai varbutibai, t.i., P,  (x(t) € A) == P(x(t,s,x) € A),

E..{f (x@)}=E{f (x(t.s,x)} P (7 <) =P, (SUP x(6) 2 rj = P(SUD x(0,s,x) 2 r)
s<O<t s<O<t

un ta joprojam.

Laika momenta S>0 sakuma nosacijums var biit arT gadijjuma lielums &:Q — R: Sim

gadijuma lielumam jabut F °-izm&ramam, un tas nedrikst but atkarigs no Brauna kustibas
procesa pieaugumiem uz pusass [s,oo). Turklat sakuma gadijuma lielums var nebit Brauna
kustibas procesa {w(#),0 < @ < s} funkcionalis, bet vienkarsi no procesa W :={w(t),t > 0}
neatkarigs gadijuma lielums ar uzdotu varbiitibu sadalfjumu. Tap&c, analizgjot stohastiskos
vienadojumus (1.34) uzskatisim, ka F' ir minimala filtracija, kas satur Brauna kustibas

filtraciju un notikumus no kadas no procesa W :={w(t),t >0} neatkarigas sigma-algebras
r. Paradisim, ka, izpildoties Siem piep@mumiem, vienadojums (1.34) viennozimigi
uzdod Markova procesu attieciba pret filtraciju F', t.i., gadijuma procesu
X ={x(t),t > 0}, kuram sp&ka ir pasiba

Vs>0,vt>s,VAeB: P{x(t) e A/IF °}=P,  {X(t) e AL=P(5,X(s),, A) (1.36)
kur B ir Borela kopu sigma-algebra uz skaitlu ass. Saja definicija lietoto funkciju
{P(s,x,t,A), t>s>0,xe R, Ac B} sauksim par Markova procesa parejas varbiitibu
funkciju. Ja 8t funkcija, ka mérs uz B, ir absoliti nepartraukta attieciba pret Lebega méru,

eksiste parejas varbiitibu blivuma funkcija, kuru var izteikt ar (1.37) formulu

t>s>0,xeR,AeB:P(s,Xxt,A) :j p(s, x,t, y)dy (1.37)
A
Markova procesu X ={x(t),t > 0} sauc par difiiziju procesu, ja ta parejas varbtitibam
piemit §adas Tpasibas:

T _
1. VtZO,Vg>O,VXeR.IA|£QZ j P(t, x,t+A,dy) =0

[X=yl>¢

2. cksiste tadas Béra funkcijas a(-,-) (parnese) o(-,) (difiizija), ka
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2i. Vt>0,Ve>0,VxeR: IA%Ii _[ (y=x)P(t,x,t+A,dy) =a(t,x)

[x-ylse

2.ii. Vt>0,Ve >0,VxeR: um% j (y—=Xx)?P(t,x,t +A,dy) =0o?(t,x)

Ix=yl<e
Piezime 2.1. Mingtie nosacijumi izriet no $adiem prieksnoteikumiem:

1*. eksisté tads 0 >0, ka

Vvt>0,VxeR: Iim,lﬂ X—y [ P(t,x,t+A,dy) =0
A0 A >
2.* eksisté tadas Béra funkcijas a(,,-) o(,-), ka

. i _
2.i*, Vt>0,VxeR: IAlm,Z_l.(y—x)P(t,x,HA,dy) =a(t, x)

. i L 2 _ 2
2.ii*. Vt=0,Vx e R: IAlw,XE[(y—x) P(t,x,t+A,dy) =o?(t,X)

kurus reizém ir vieglak parbaudit. Lai to pieraditu, pietiek izmantot vienadibu

[ y=0'Ptxt+Ady) =[(y=x)'Ptxt+Ady) — [ (y=x)'P(txt+Ady)

|x—y|<e R |x=y|>&

pie j=1,2 un nevienadibas

[ PExt+ady) < i§I|x—y|Z*5 P(t,x,t+A,dy) =0(A)
[x=y|>¢ € R
I (X—Y)P(t,x, t + A, dy) sl—1+5j|x—y|2*5 P(t,x,t+A,dy) =0(A)
[x=y|>& 3 R
2 1 2+8 _
[ x=yyPtxt+Ady) <= [Ix—yP Ptxt+Ady) =o(a)
|X=y|>¢ 3 R

Vispirms parbaudisim turpmakajam izklastam nepiecieSamu nevienadibu.
Lemma 2.1. Ja vienadojuma (1.34) funkcijas a(t,X) un o(t, X) apmierina lokalos Lipsica

nosacijumus un sublineara pieauguma nosacijumus, tad

visiem xe RmeNs>0 un t>s vienadojuma (1.34)-(1.35) atrisinajums apmierina
neviendadibu

E|X(t,s,X) "< (1 | x f7)eh™e-9 (1.38)
Pieradijums: visiem r >| X | lidz pirmajam momentam z, izieSanas no U, = {|x| < r} var

izmantot Ito formulu funkcijai v(t,x) := 1+ x*")e™ jebkura ¢>0.
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dv(t, x(t)) = (% +L ]v(t, x(t))dt + 2e "m(x(t))*" o (x(t),t)dw(t) =

=[—cv(t, x(t)) + e~ (2m(x(t))*™a(x(t),t) + m(2m —1)(x(t))*"*c* (x(t),t)))]dt +
+2e7'm(x (1)) o (x(t), t)dw(t) :

Sakara ar to, ka no sublineara picauguma nosacijuma izriet nevienadiba

2[x " a(x, ) [+H2m =) [ x "7 o (x,1) < (2m+2) [ x "2 (| x[[a(x, ) [+ (x,1)) <
<M+ | X" 2 x P +2]a(xt) P +a’(x 1)) <2(K +D2m+1) | x "% (L+] x[) <
<AK +D)(2m+D(@+| x ™)

tad c =4(K +1)(2m+1) var rakstit

7 (t)

E, V(z, (1), X(z, (1)) = v(s,X) + ES,X{ j (% +L )v(u, x(u))du} <Vv(s,X)

S

Tagad varam izmantot faktu, ka, izpildoties lemma nosacijumiem, varbiitiba, ka process

7,.(t) galiga laika aizies bezgaliba ir nulle. Tapéc visiem t>0 varam rakstit vienadibu

P, {limz,(t) =t} =1. Tatad art

E,, (x(t)*"= limE,  (x(z, ()" <e” limE, [V(z, (), X(z, (1)) ] < V(s, X)e = (L+ x*™)e"™
no kurienes ari seko (1.39), ja c=h(m)=4(K +1)(2m+1).
Secinajums 2.1. Izpildoties ieprieksejas lemmas nosacijumiem,
E([L+X°(t, s, X)]?) < 4(1+x*)e"®-). (1.38%)

Teoréma 2.1. Ja funkcijas a(t,x) un o(t,x) vienadojuma (1.34) ir nepartrauktas péc
saviem argumentiem kopuma, ka ari apmierina LipSica nosacijumus un sublineard
pieauguma nosacijumu, tad vienadojums (1.34) define Markova difiizijas procesu ar
parejas varbitibam (1.36), parnesi a(t,X) un difiziju o(t, x).
Pieradijums. Ievérojot, ka ir apmierinatas atrisinajuma eksistences un unifikacijas teorémas
un lemmas 2.1 nosacijumi visiem $>0 un visiem F°— izméramiem sakuma
nosacfjumiem & , kuriem eksisté otrais moments, redzams, ka vienadojumam (1.34)-(1.35)
Ir viens vienigs atrisinajums, kuram eksisté otrais moments pie visiem t>S. No Sejienes
seko iesp€ja izmantot vienadibu

Vs>0,Vt>s: x(t,0,8) = x(t,s, x(s,0,%)) . (1.39)
Tapéc
Vs>0,vt>s,VAeB: P{X(t,0,&) e A/F *}=E{1, (x(t,0,&)/ F °}=
=E{1, (x(t,s,x(s,0,&))/ F *}=E{1, (x(t,s, X)}‘x=x(s,0,§) =
= P{Xx(t,s, X) € A}|,_(s.05= P(S, X(s),1, A)
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kas ir ekvivalenti Markova ipa$ibai ar parejas varbatibu (1.36).
Tagad pieradisim, ka ar vienadibu (1.36) uzdotajai parejas varbitibai izpildas 1pasiba 1%,
ja & =2. Sim noliikam izmantosim vienadibu

[O=y)' Pt xt+A,dy) =E{(x(t+At,)—-x)")}

R

un apskatamo integrali noverte€sim no augsas ar acimredzamu nevienadibu

t t

E{(x(t+At,X) - X))} <4E,, {[Ta(s,x(s))dsj }+4EtX {[Ta(s,x(s))dw(s)] } (1.40)

Atseviski novertesim katru no saskaitamajiem labaja pus€. No sublineara pieauguma

nosacijuma un Heldera nevienadibas seko nevienadiba

t t

[Ta(s,x(s))ds] <Ut]§a(s,x(s))ds}} S[Atraz(s,x(s))ds} <

t+A t+A t+A
<A j a*(s, x(s))ds < K2A® j L+ x%(s))?ds < 2K 2A® j (1+x*(s))ds
t t

t

Tapéc, saskana ar (1.37) ,

= {(T a(s, x(s))ds] } <2K?A° {T 1+ Etyx{x“(s)})ds}

t

<2KPAM A+ (1+x")e" P AL < 2K? (1+€"@ ) 1+ x)A* = c(l+x")A* (1.41)
visiem xe R,t e R un A <(0,1). Lai noveértétu stohastiska integrala ceturtas pakapes

matematisko ceribu izteiksmé (1.40), izmantosim Ito formulu gadijuma procesam

t+u
y(u) = I o (S, X(s))dw(s), kas pie u >0 uzdots ar stohastisko vienadojumu
t

dy(u) = o(u, x(u))dw(u) un sakuma nosacijumu y(0)=0:

E, AV (W= 6[E,, {o7(t+ 5 x(t+ )y (5) ds <

ut+s

leTEt]X {lo(t+s,x(t+s))-ot,X) [ y*(s)}ds +1257 (t, X)) j j E,, {00, x(6))}d6ds <

leKJ'Et'X {IX(t+s)=xP y*(s)}ds +12K>(1+ xz)j j (1+(ELX {Ix(t+0) |2})d¢9ds <

0

< 24Kjl E. . {[T a(o,x@)d Hj y? (s)}ds + 24Kj E,, {y4 (s)} ds + 24K *(1+ x?)%ue"®"

t
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Tagad, izmantojot (1.41), viegli var iegiit nevienadibu

uEtX t+Sa(6’,x(9))d6’ y*(s) dssluEtX t+sa(9,x(9))d9 ds+
: o)

t t

u

1 4 1 e 17 4
+§£E“X {y (s)}dssac(ler )u +E£Et,x {y*(s)}ds
Tapec visiem xeR,t e R,A e(0,1) UN u e (0,A) izpildas nevienadiba

E. {y*(u)}<24K (CK(1+ x4)u4)+96KI E., {y“(s)} ds +24K?(1+x*)?u%e"® <
0
<c,(1+xHA%+ czj E. {y'(s)}ds
0

pie kaut kadam konstanSu ¢, un ¢, vértibam. No Sejienes varam secinat, ka
t+A 4
E. . {[ J' o(s, x(s))dw(s)J }< c,(1+x*)A%% visiem A (0,1).
t
levietojot So novertejumu un (1.41) izteiksme (1.40), ieglisim apgalvojumu 1*.
Izmantojot pieradito apgalvojumu un martingalu nevienadibu, pie A (0,1) , Vviegli var
ieglit novertéjumu

E,, { sup [x(t +u)) - x]z} < ZAHJA E, {2’ (s, x(s))}ds + BT E, {o?(s,x(s))}ds <

0<u<A

t+A

<2(A+4)K [ (1+E,,X*(s))ds < K, (1+x")A
t
ar kaut kaduno t>0: XxeR un A neatkarigu konstanti K,. Tatad visiem ¢ >0

IAi_r)Tg P, {sup [X(t +u))—x]> c} < CizlAl_rB E,, {sup [X(t +u)) - x]z} =0

0<u<A 0<u<A
un tapéc P, {IAirTg X(t+A)= X} =1. No §1 apgalvojuma, sublineara picauguma nosacijuma
’ —

un vienadojuma (1.34)-(1.35) momentu eksistences seko vienadibas

imE,, {a(s,x(s)}=at,x),  mME,, {o?(s,x(s)}=c"(t. ),

un tapec
mi ] E.. {a(s,x(s))}ds =a(t,x) (1.42)
mi t E,, {o°(s,X(s))} ds = o (t,X) (1.43)
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No (1.42) uzreiz izriet vienadiba 2.i* tapéc, ka
t+A

J.(y—x)P(t,x,t+A,dy) =E, {(x(t+A)-x)} = j E,. {a(s,x(s))}ds

t
Lai pieraditu 2.ii* , izmantosim izvirzijumu

t+A

j (Y=X)*P(t,x,t+A,dy) =, {(x({t+A)-X)}= Etx{ j a(s,x(s))dsj }+

t

+2E, , {[T a(s, x(s))ds) (T o(s, x(s))dw(s))} +E, { (T o(s, x(s))dw(s)J }

t t t

Heldera nevienadibu

(Et,x {T a(s, x(s))ds][t]A o(s, x(s))dw(s)]}] <E, {(T a(s, x(s))dsJ } E. . {[T o(s, x(s))dw(s)j }

t

un nevienadibas

t+A t+A

E,, {Hf a(s, x(s))dsj }< A [ E {a° (s, x(s))}ds < AK [ @+E, {| x(s)["}ds

t

= {{Hf o(s, x(s))dw(s)J } = Hf E,.{o°(s,X(s))} ds < AKT @+E_{I x(s) F})ds,

t

kam seko asimptotiska vienadiba

E.x {(uf a(s, x(S))dsJ }+ 2E,, {(T a(s, x(s))dSJ(T o, x(S))dW(S)]} =0(4)

t t t

Tapéc visiem t>0:Un xeR

t+A

m%i(y_xypa, X.t+A,dy) =*§L“O§Etvx {( | o(s,x(s))dw(s)] }:

t

=ﬁm1t+A E., {0'2 (s, x(s))} ds = o(s, X)

ASOA Y
Lidz ar to teoréma ir pieradita.
Piezime 2.1. No visiem 0<U<S<t,X€R un Borela kopam 4 pareizas vienadibas
P, {x(t) € A} =P{x(t,u, x) € A} =P{Xx(t,s, x(s,u, X)) € A} =
=E{ P{x(t,s, x(s,u,x)) e A/F *}}=F{ Ps’y{x(t) IS A}|y:X(S’u’X)}=
=E{P(s,x(s,u, x),t, A)}

viegli var iegiit Cepmena-Kolmogorova vienadojumu parejas varbiitibam

71



P(u,x,t,A) = T P(s,y,t, A)P(u, x,s,dy) (1.44)

Ja parejas varbiitibai eksisté blivuma funkcija P(S,X,t,Y), t.i., varbatiba P(S,X,t, A), ka
kopas A4 funkcija ir absollti nepartraukta attieciba pret Lebega méru, un visiem

0<s<t,XxeR irspeka vienadiba

P(s, x,t, A) :I p(s, x,t,y)dy,

tad var rakstit Cepmena-Kolmogorova viendadojumu parejas varbiittbu blivuma funkcijam

o0

p(u,x,t,z) = I p(s, y,t,2)p(u, x,s, y)dy (1.45)

—00

Teoréma 2.2. Pienemsim, ka ar vienadojumu (1.34) uzdota Markova difiizijas procesa

82
parejas varbiitibu blivuma funkcijai P(S,X,t,Y) eksisté atvasindjumi P » un 675,

,— kas
0S OX

ir nepartraukti pec x, vienmérigi pa y katrd galigaja intervala a <Yy < [ .Tad

2
9 st y)+als )2 pesxt y) + o602 pls, it y) =0 (1.46)
oS OX 2 OX

Pieradijums. Apskatisim patvaligu nepartrauktu funkciju ¢(X), kas vienada ar nulli arpus

kada intervala (X, X,). Apzim&sim:

w(s.%)= [ o(y)p(s, XL, Y)dy (147)

un izmantosim Cepmena-Kolmogorova vienadojumu (1.45) ar patvaligiem

O<s<@<t.
w(s,X) = T qo(y)T p(o,z,t,y)p(s, x,6,z)dzdy = T w(0,2)p(s, x,0,2)dz. (1.48)

Saskana ar teorémas nosactjumiem funkcijai ¥/(S,X) eksisté nepartraukti atvasinajumi

aZ
86_1// , 88_1// , Tl/zl , un tapéc varam lietot Teilora formulu
S X

w(0,2)—w(0,X) =+&£°0(5,) (1.49)
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Oy (0,2) 3w (6.%)|
Ox? x|

kur 5, == sup ,& — 0. Jaatzimé, ka no Markova difuizijas procesa

|z—x|<e

ipasibam katram fiksétajam & > 0 seko asimptotika

J' p(s, x,s+A,y)dy =P, (Ix(s+A)-x[|>¢&)=0(A)

x-yle

j (y—x)p(s,x,s+A,y)dy =a(s,x)A+0(A)
Ix-ylse

[ (y=27p(s,x.5+A,y)dy =0 (s, )A+0(A)
[x-yl<e

Tapéc no (1.47)-(1.48) var iegit vienadibu

w(s,x)-w(0,x) = J [w(0,2) -w(0,X)]p(s,x,6,2)dz =
[ (6.2~ (6.%]1p(s,%,6,2)d2 +0(10s5]) (1.50)
[x-z|<e
Tagad var pielietot Teilora formulu (1.49)
'[ [w(6,2)—w(8,X)]p(s, %, 6,2)dz = w I (z—=x)p(s,x,0,2)dz +

[x—z|<e |x—z|<e

[;az,/,a(xg X o >] | @=x)p(s:x.0.2)dz+0( 0—s]) =

|x—z|<e

:[Ma(s,x) 162l//(9 X) o (s, X)+o(5)}(9 s)+0(|@-s|)
OX 2 aX

Liekot ¢ tiekties uz nulli, ievietojot iegtito izteiksmi formula (1.50), izdalisim to ar 0 —s

un pariesim uz robezu, ja @ — s :

Iglm—j[y/(ﬁ 2) = (6, )1p(s, X, 0, z)dz = Igo(z){(a(s x)—+ (s, x)—zj p(s, X, t, z)} z

lim v, X;__VS/(H' X) _ —%y/(s, X) = —_J; go(z)% p(s, x,t,2)dz

No $ejienes seko, ka patvaligai, nepartrauktai funkcijai ¢(Z) ar kompaktu nes&ju visiem

0<s<t,xeRir speka vienadiba
I 0 o 1, o° (1.51)
2):| —+a(s,X) —+=0°(5,X) — | p(s, x,t,2) pdz=0 '
L@(){(GS ( )6x 20( )aXZ]IO( )}

Pateicoties ¢(z) patvaligajai izvélei, tie ir ekvivalenti (1.46).

Piezime 2.2. Vienadojumu (1.46) sauc par apgriezto Kolmogorova viendadojumu.
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Piezime 2.3. Lietojot paragrafa sakuma ievestos apziméjumus, (1.47) var parrakstit forma

w(s, x) = E, {o(y(0)}, bet (1.48) — vienadojuma forma

(6 +a(s, x)—+ 10— (s, x) ]Es Lo(x()}=0 (1.52)
05 2

ar robeznosacijumiem
u(t, x) = @(x) (1.53)
Sis vienadojums (1.52) literatiira ir pazistams ka Feinmana-Kaca formula.

Teoréma 2.3. Piepemsim, ka p(s,x,t,y) ir Markova difiizijas procesa, kas uzdots ar

vienadojumu (1.34),  parejas varbitibu blivuma funkcija. Ja eksisté nepartraukti

2 2
atvasingjumi op(s,xty) @t y)psxty) - 9o (t,y)pz(s,x,t, y)),ta d parejas

ot ’ oy oy

varbiitibu blivuma funkcija p(s,x,t,y) apmierina tieso Kolmogorova vienadojumu

g p(s. x.t, y) = —%[a(t, y)p(s.x.t, y)]%%[az(t, VPG xLy)]  (154)

Pieradijums. Izraudzisimies patvaligu, divreiz nepartraukti diferencgjamu funkciju ar

kompaktu nes€ju ¢(x), t.i., §T funkcija ir vienada ar nulli arpus kada intervala (x,X,), un

lietosim Ito formulu

[ co(Y)% p(s,X,4, Y)dy :=§ E., {0} = [ (Lo)Y)P(s. XL, Y)dy =

Parciali integréjot, ieglisim vienadibu

2

Ioco(y)g p(s.x,t, Y)dy ﬂ{aa, y)%%aza, y) %}coJ(y) p(s.x.t, y)dy =

-] {—%[a(t,y)p(s,x,t,y)]+§%[02(t,y)p(s,x,t,y)]}co(y)dy

kas, pateicoties funkcijas ¢(y) patvaligajai izvélei, ir ekvivalenta tieSajam Kolmogorova
vienadojumam (1.54).

Atzimésim dazus faktus par homogeéniem, stohastiskiem Ito diferencialvienadojumiem, t.i.,
par vienadojumiem, kas uzrakstami $ada veida

dx = a(x)dt + o(X)dw(t), (1.55)
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pienemot, ka eksisté viens vienigs uzdevuma (1.55)-(1.34) atrisinagjums visiem VXeR.
Intuitivi ir skaidrs un pieradams, ka Saja gadijuma atrisinajuma varbutibu raksturotajiem ari
piemit homogenitate laika

vxeR,Vf e C(R),Vs=0,vt=0: E_, f (x(t+5)) =E,, f (x(t))- (1.56)
Sada pati homogenitate piemit ari parejas varbiitibam, kuras homogéniem Markova
procesiem var rakstit ka triju argumentu funkcijas

P(s, x,t +s,dy) = P(0, x,t,dy) == P(x,t,dy) . (1.57)

Homogénu Markova procesu varbiitibu raksturotaju analizei ir &rti lietot pusgrupu teorijas
aparatu. Sakotngji, izmantojot (1.57) izméramu, ierobezotu funkciju telpa B(R), ar normu

|| fll=sup| f(x)|, definsim linearos operatorus {T (t),t > O} ar vienadibu

xeR
xeR;teR, f eB(R) (T () f)(X)=E, {f(x(t+s)} (1.58)
Pateicoties (1.57) homogenitatei, var rakstit vienadibas
(T (=) )00 = B £F (KON = Ey {Ey oo f (KON = By {E, 00l (AN F 3=
= E{E, AT (XOW st = BT € =0) (@) |} =
=E{(TE-u) F)(x(u,s,x)}=E AT (t=u) F)(x(u))}= (T u—-s)(T (t-u)f)(x)
t.i.,
Vt>0,Vs>0,Vf e R, VXxeR:(T(t+s)f)(X)=(T®)T(s)f)X)- (1.59)
So vienadibu sauc par linearu, nepartrauktu operatoru vienparametra saimes {T (t),t > O}
pusgrupas ipasibu.
Homogénu Markova procesu sauc par Fellera procesu, ja ar vienadibu (1.57) uzdota
pusgrupa {T (t),t >0} ir invarianta telpa c(r), t.i.,
teR, f eC(R)=T(@®)f e C(R). (1.60)

Markova difuzijas procesiem Fellera 1pasiba viegli iegiistama no vienadibas
VX e R:Ps,x(lti”(} X(t+S)=X)=1. Izmantojot pusgrupu teorijas aparatu, var pieradit, ka
-

Saja gadfjuma pusgrupa {T(t),t >0} tiek viennozimigi uzdota ar tas infinitezimalo

operatoru

||T(t)I — g SR IEAT (X(tt+8))}— F(| | (1.61)

t—0

feC(R):IterO\

kuru sauc par Markova procesa C-infinitezimalo operatoru. Fellera pusgrupu ar

infinitezimala operatora palidzibu var uzdot ar integralvienadibu

teR, feD(L):TM)f = f +jT(s)fds
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vai diferencialvienadojumu telpa C(R)

d
L TOF=TOLF =LTO.

Difuzijas procesa C-infinitezimalo operatoru, ka jau ieprieks parliecinajamies, var uzdot ar

vienadibu

wxeR: lim St K= 109 :[(a(x)£+%02(x) ;X—J fj(x) =LK (162)

t—0 BX

Ta definicijas apgabals ir visu divreiz nepartraukti diferencg&jamu funkciju kopa C?(R),
kuram Lf e C*(R). Diemzél, pat, ja parnese un difiizija apmierina Lipsica nosacijumus,
§is operators nav defindts visa telpa C*(R), jo Lf, iespgjams, vairs nav ierobeZota
funkcija. Tapéc, lai analizétu (1.55) atrisinajumus, lielakoties pielieto ar izteiksmi (1.57)
uzdotus operatorus, kam ir lielaks definicijas apgabals, un tiek izmantota iesp&ja uzdot
operatorus (1.57) uz visiem izm&ramajem (ne obligati ierobezotiem) att€lojumiem
f :R—>R, kuriem eksisté matematiska ceriba E_ {f(x(t+s))} un kuriem ir speka
vienadiba It!)g E, {f(x(t+s))}= f(x) visiem xeR.

Siem operatoriem, lidzigi ka iepriek$, var parbaudit pusgrupas Ipasibu un definét

infinitezimalo operatoru ar vienadibas (1.62) palidzibu. Ja operatora (1.62) definicijas

apgabals tiek noteikts ka izméramu funkciju kopa, kuram

E. {f(x(t+s))}- f(x
vxeR,3A>0,3r>0: sup B AT} ()|<

te(0,A), xe U, t

©, (1.63)

tad pie Siem nosacljumiem defin€to operatoru sauc par Markova procesa vajo
infinitezimalo operatoru. Turpmak, ja nebls noteikts citadi, ar L  apzim&sim vajo
infinitezimalo operatoru. Tapat ka Fellera parejas funkcijas gadijuma, ari pusgrupu
t>0,xeR:(T(t)f)(x)=E, {f(x(t+s))} viennozimigi parada tas vajais infinitezimalais

operators ar vienadibas

xeR,t>0,feD(L)cB, (R):T(t)f(X)= f(x)+jG(s)Lf)(x))ds (1.64)

palidzibu.
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Gadijuma, ja nav iesp&jams garant€t matematiskas ceribas E_ {f (x(t+s))} eksistenci

visiem t>0 un xeR, atrisinajumu var lokaliz€t mums vajadzigaja apgabala U un

izteiksmes (1.64) vieta lietot Dinkina formulu
xeU cR,t>0,:Ey, { f(x(ry)} = fF(X)+E,, {J' (Lf )(x(s))ds}, (1.65)
0

kur z, - ir pirmais moments procesa izieSana no apgabala U . Ja izteiksmé (1.53) parnesei

un difuzijai izpildas lokalais LipSica un sublineara pieauguma nosacijums, operatora

definicijas apgabals satur vismaz divreiz nepartraukti diferenc&jamu funkciju telpu C2_(R)

loc

. Ar to praktiski vienmer pietiek, lai lietotu stohastiskas analizes aparatu uz visas pusass
t>0 definétajiem diftizijas procesiem. Tomér, ja tiek apskatiti stohastiskie vienadojumi,
kas var bt definéti tikai kada atklata apgabala U — R, tad runa ir par (1.67) apturétajiem
atrisinajumiem, un iepriek§ dotas definicijas vairs nav izmantojamas. Sados gadijumos

Markova procesu teorija lieto linearu operatoru pusgrupu
xeU,t>0,f eBU):(T()f)(x):= E, {f(X(z, (1) +9))} (1.66)
kur 7, (t) = min{t, 7, }, un izméramajiem att€lojumiem f :BU) — B(U) raksturigais

operators tiek uzdots ar izteiksmi

E, {f(x(@)3- (¥

f)(X)=1lim
(+£)() = lim £ T

(1.67)

kur z,- ir pirmais moments procesa izie$ana no apkartnes U, (X) ={|y—x|<r}cU.
Markova difuzijas process ar nepartrauktu parnesi un diftziju operators (1.34) tapat tiek
uzdots ar formulu (1.62).

Markova procesu teorija tiek pieradits, ka Markova process ir viennozimigi definéts ar

savu infinitezimalo, vajo infinitezimalo vai raksturigo operatoru.

1.12. Hestona modelis un to parveidosana diskrétaja laika

St darba noliiks ir sniegt prieksstatu par ARIMA modelu pielietojumu, lai veiktu
nepartraukto Markova procesu reprezentaciju diskréta laika gadijuma. Ka zinams, katru
nepartrauktu Markova procesu var uzskatit par diskréta Markova procesa robezgadijumu,
un Kolmogorova difuzijas vienadojumu atrisinajumus var aproksimét ar Kolmogorova
diferencialo vienadojumu atrisindgjumiem [34]. Sis pienémums lauj diskreditet
nepartrauktos modelus ar mérki noteikt parametrus, parbaudit stacionaritati u.t.t.

Turpmak tiks apskatits Hestona svarstibu modelis. ST metode ir pielagota, lai dotu
intuitivu izpratni par Hestona modeli ne tikai tehniski, bet ar1 tadel, lai nakamas sadalas
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butu vieglak uztveramas. NepiecieSamibas gadijuma sikakas tehniskas detalas ir
atrodamas, izmantojot attiecigas atsauces.

Hestons [70] piedavaja $adu modeli:

ds, = 48,dt +./V, S,dw*, (1.68)
dVv, = k(@ —V,)dt + oV, dW,?, (1.69)

dw,'dw,? = podt,

kur {S,}., un {V,}., attiecigi ir cenas un svarstiguma procesi; {th }tzo, {\Ntz}tzo ir koreleti
Brauna kustibas procesi (ar korelacijas parametru p); u ir determinéta bezriska procentu
likme. {\/t }tzo ir atgrieSanas procesa vidEjas veértibas kvadratsakne, kas pirmo reizi

izmantota Koksa, Ingersola un Rosa darba [28], ar ilgtermina vidgjo vertibu &,

standartnovirzi o un atgriesanos pie vidéja koeficientu k; p ir definéts ka difuzijas
svarstibas. Visi parametri K, &, 0, p, o ir laika un stavok]os homogeéni.

p var interpretét ka korelacijas starp ienesiguma logaritmu un aktivu cenas

= €<

svarstibam, kas ietekm& “smago astu” paradiSanos sadalijuma.. Ja p > 0, tad svarstibas
pieaugs, jo aktivu cenas/ienesigums palielinasies. Tas izplatisies uz labo sadalijuma asti un
saspiedis kreiso sadalfjuma asti, radot sadalijumu ar smago labo asti.

Un otradi, ja p <0, tad aktivu cenas svarstibas pieaugs un aktiva cena samazinasies,
tadgjadi izplatoties uz kreiso sadalijuma asti un saspiezot labo sadalijuma asti, radot
sadalfjumu ar smago kreiso asti (uzsverot faktu, ka vairuma gadijumu kapitala atdeve un ar
to saistitas svarstibas korel€ negativi). Turklat p ietekmé ar1 sadalijuma novirzi.

Ir daudz ekonomisku, empirisku un matematisku iemeslu modelu izvélei $ada
forma (skat.[31] detalizéto statistisko/empirisko analizi). Empiriskie petijumi liecina, ka
aktivu logaritmiskais ienesiguma sadalfjums nav p&c Gausa. To raksturo “smagas astes” un
augstas virsotnes (leptokurtic). Eksisté ari empiriskie pieradijumi un ekonomiskie
argumenti, kas liecina, ka akciju ienesigums un to svarstibas korel€ negativi (dazreiz to
sauc par “pleca” efektu — the leverage effect). ST novirze no normala sadalfjuma apgriitina
Bleka—Soulza—Merona mode]a izmanto$anu. Savukart Hestona modeli var pielietot dazadu
sadalfjumu gadijuma.

Noslégto opciju iesp&jamas prasibas nosaka viens vai vairaki tirgus aktivi Bleka—
Soulza-Merona modeli. Gadijuma pazimju kopums opcijas vértibai veidojas tikai aktivu

cenas gadijuma rakstura d€]. Nemot veéra, ka pasi aktivi ir tirgojami, opcijas var hedzet uz
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nepartrauktas tirgoSanas pamata, kas padara tirgu pilnigu, t.i., katru iesp&jamo prasibu var
nohedzet.
Iesp&jamas prasibas (noslégtai opcijai) stohastiskaja svarstibu modeli nosaka aktivu

cenas {St }QO gadijuma raksturs un aktivu atgrieSanas procesa {Vt} gadijuma svarstibas.

t>0
Tikai viens no Siem elementiem ir tirgojams. Svarstigums nav tirgojams aktivs. Tas padara
tirgu par nepilnigu un liela méra ietekmé& opciju cenu veidosanos, ka ar1 citu atvasinato

finan8u instrumentu vértibas.

Tapec ir jaatrod diskréta Hestona modela reprezentacija un japiemekl€ iesp&jamais
ARIMA klases modelis, lai, izmantojot laikrindu tehniku, parbauditu hipotézi par
heteroskedastiska efekta esamiba modela atlikumos. Pret§ja gadijuma nav pamatojuma

izmantot Hestona modeli izvélGtajai finanSu instrumenta cenai. Promocijas darba

augstakmingtie jautajumi ir apskatiti, balstoties uz realiem datiem.
1.12.1. Cenas procesa parveido$ana diskrétaja laika

Pirmkart, atradisim vienadojuma (1.68) atrisinagjumu un izveidosim stohastiska

modela diskréto reprezentaciju:
ds, = 28,dt ++/V, S,dW,

Aizvietojot y, =InS, un pienemot, ka V, = const, varam izmantot Ito teorému:

dy,= (IN(S,)) £8,dt +(IN(S,)) VWV, S,dw, +§(ln<st ))'V2 82t =
1.5 _
= gdt+ .V dW, — 5Vt =

1
= (u=ZVA)dt+V dw, . (1.70)

Atrisinot vienadojumu (1.70), iegistam:
t 1 t
Vo= Yo = [(u=VH)dt [V dw, =
0 0
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1
=(,u—EV2)dt+,/V dw, .
vai
1
InS, =(/,I—EV2)dt+1/V dw, .
Tad

1
S, =S, exp((,u—EVZ)t+,/V A

Iegiitais vienadojums Sava =zipa ir vienadojums opcijas (vai cita finansu
instrumenta) cenas atkaribai no ieprieksgja cenu [imena.

Sads rezultats ir viegli iegiistams, aizvietojot y, =InS, un pemot rekurento

izteiksmi no ieprieks€jam verttbam. Vienmérigi sadalot intervalu [0;T] apaksintervalos

At =t, —t. , (praktiski var izmantot At=1) un pienemot, ka t, = IW katrai t, =i,...,n, ka

art W, ~ g, kur &, ~ N(0,1) , ieglistam:

1,2
— = ——V V ;
Ye = Yea = (@ > )+ AR (1.71)

No vienadojuma (1.71) noveértéjuma redzams, ka nepartrauktu Markova procesu var
reprezentét diskrétaja laika, un galvena dala Hestona modeli tagad ir ARIMA (AR(1))
process.

Misdienas Markova AR(1) process ir pietickami detaliz&ti izpétits un turpmakajam
modela konstruéSanas un/vai testéSanas vajadzibam var izmantot ARIMA tehniku, lai

noskaidrotu modela atbilstibu novérojamiem finansu instrumenta cenu datiem.

1.12.2. Svarstibu procesa parveidosana diskrétaja laika

Hestona modela otra vienadojuma atrisindjuma iegtSanai var izmantot turpmak
izklastito metodologiju. Kaut gan eksisté daudzas alternativas, ka parveidot stohastisko
diferencialvienadojumu diskrétaja telpa, tomér Koksa-Ingersola-Rosa modela gadijuma ir
iesp&jams iegit ar vienadojuma analitisko atrisinajumu [28].

Apskatisim difiizijas procesu, kuru apraksta Koksa-Ingersola-Rosa modelis:
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dVv, =k(6-V,)dt + oV, dW, (1.72)
Izsleégsim vienadojuma difuzijas dalu, savukart atlikuSo apzimé&sim ar

Y, =k(0-V,)dt (1.73)

Reizinasim vienadojuma (1.73) abas puses ar ek‘, ka rezultata iegisim:
kty _ _ okt
e, = f(V)=e"(k(6-V) (1.74)

Tomeér faktiski diftizija vienadojuma ir saglabajusies un tiek apskatita funkcija, kas

atkariga no stohastiska procesa {V, }IZO

Lai aprakstitu diferencu dinamiku, nepiecieSams izmantot Ito teorému. Vispirms

aprékinasim parcialos atvasinajumus:

% =ke"Y,;
AV _ g
v,

o V) _

oV,

P&c parcialo atvasinajumu atraSanas varam izmantot Ito teorému:

V) — f(vo)zj%dsq%dvs +%jag\(>/;)ds:

o'-—-.,-'

t
ke'Y,ds — [ ke [Y,ds + cdW,] =
o

P (1.75)

No vienadojuma (1.75) redzams, ka priek§ V, ieguta rekurenta izteiksme, kas

atkariga no iepriek$&jiem noveérojumiem. Nelieli parveidojumi lauj izteiksmi vienkarSot:
t
ey, —e"y, = —_[ ke“odW,;
0

t
ke (0 —V, —k(0—V,)) = —j ke odW, ;
0
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t
—ke"V, = —kée" + ko —kV, — [ke*odW,;
[0]

V, = 0@1—e") +e"V, + [ ke“odW,. (1.76)
(o]

Tada veida ir iegita rekursiva izteiksme priek§ V; un, sadalot intervalu [0; T] N

. _ T .
apaksintervalos t; = IW i =1...n , ka arT apzimgjot laika soli At =t; _ti—l, iegiistam
svarstibu vienadojumu diskrétaja laika:
V, =0(1-e" ) +e ™V, +5, (1.77)

kur

;
g = [ke “odw,.

t|1

Citiem vardiem sakot, esam ieguvuSi Gausa parejas blivuma pirmos divus
momentus V, :

V, IR ~N@@A-e“)+e"V, &)

Atliek atrast értako veidu, ka izteikt &, lai ieglitu So izteiksmi tada forma, kada
biitu izmantojama imitaciju veikSanai (dazadu finanSu procesu u.c. modelésanai). Kaut ari
tas nav acimredzami, bet &, faktiski ir parejas blivuma dispersija. To var apgalvot, jo & ir
stohastisks integralis ar nulles matematisko ceribu. Atcerésimies, ka kvadratisku svarstibu

process W, ir Brauna kustibas process, ka

E[gti / FtH] =0,

Tomér Koksa-Ingersola-Rosa modelim parejas blivums seko necentrétam
sadalfjumam, kuru ir diezgan grati aprékinat. Saja sakara Ball un Roma [65] pieradijusi, ka
nelielos laika intervalos difuizija, kas rodas stohastiskajos diferencialvienadojumos,
uzvedas ka Brauna kustibas process un tadgjadi normali sadalits parejas blivums ir labs

tuvinagjums vienadojumam (1.72). Lidz ar to imitacijas vajadzibam varam izmantot

necentréta y° sadalfjuma pirmos divus momentus un pienemt, ka [29]:
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Oo?

2k

2
V, [, ~N[OL—e“)+eV, , 2 —(1-e )’ +%(e’“ —e )V, 1.

Nemot véra, ka finansu instrumentu, kuriem ir y° sadalfjums, p&tisana var aiznemt

daudz laika un radit neparedzamus rezultatus, situacija butu uzlabojama, izmantojot
regresijas analizi (autoregresijas).

legiitie rezultati atvieglo parametru noteikSanas procesu Hestona modelim, ka ar1
paver iesp&ju pielietot ARIMA klases modelu izvéles, piclago$anas un novertéSanas
panémienus, kas varétu palidzeét izdarit pareizus statistiskos secinajumus, ka ari veikt
modeléSanu un prognozi.

Nakamaja sadala apskatits diskréta Hestona modela pielagoSanas mehanisms

realajiem datiem, paraléli parbaudot §T modela atbilstibu izvélétajiem datiem.
1.12.3. VIX indeksa modeléSana ar Hestona modeli

Aplukosim pieméru, kura ir apvienota Hestona modela diskréta reprezentacija ar ARIMA
modela pielagoSanas/testéSanas metodi (skat. 1.18.att. un 1.pielikumu). Analizésim VIX —
akciju tirgus svarstiguma indeksa — ikdienas datus no 2007. gada 27.marta lidz 2010.gada
21.oktobrim. VIX ir tirgus instruments, kas novérté bazes akciju tirgus indeksa S&P 500
ietverto nenoteiktibu 30 dienam uz priekSu. Sp&ja pilnvertigi interpretét VIX kustibas un ta
vertibas reakciju uz notikumiem tirgl var sniegt investoriem neapSaubamas priekSrocibas
tirdzniecibas portfela riska/ienesiguma parvaldibai, ka ari palidzet izstradat portfela
strat€gijas, izmantojot atvasinatos finanSu instrumentus un balstoties uz VIX pozicijam.
Rezultata tas lauj maksimizét savu pelnu no VIX un S&P 500 indeksa korelacijas, kas

mainas laika.
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1.14. att. VIX akciju indeksa v@sturiska dinamika.

1.14 attela redzam, ka VIX laikrindai ir nestacionaritates pazimes, it pasi Tsos laika
intervalos. Turklat verojamas dazas tendencu izmainas 2008.gada oktobri. Laikrindas
autokorelacijas dazadam laika nobidém samazinas lineari [7], kas ir tipiska nestacionaro
rindu pazime. Ari Diki - Fulera (Dickey-Fuller vai ADF tests) tests uzrada vienibas saknes
eksistenci. Lidz ar to pasreiz€ja limenu forma VIX indeksa datus no 2007. gada 27.aprila
lidz 2010.gada 21.oktobrim nevar pielietot stacionara modela veidoSanai un ta rezultata
iegnitais modelis nav izmantojams prognozésanas noltikiem.

Tadgjadi, lai izlidzinatu datus, ir nepiecieSams izvéléties pirmo diferenci. ST jauna
sérija DVIX ir nosaciti heteroskedastiska. Jaunizveidotajai laikrindai p&c Diki - Fulera
testa rezultatiem nav vienibas saknes un, balstoties uz autokorelaciju rezultatiem, var
izvéleties atbilstoSo modeli — AR(1) ar ARCH(2) atlikumiem. Savukart, laikrindas
stabilitates tests (Cou partraukto punktu tests) [7] uzrada reZimu nomainu 2008. gada
oktobri. Tadg] dati analiz&ti tikai peéc 2008. gada oktobra, izveidojot jaunu laikrindu.

Jaunajai rindai apskatamaja perioda ir skaidri izteikta tendence. Lidz ar to laika
tendence (trends) tiek izslégta, un talak analizéta jauna laikrinda vix2 laika periodam no
2008. gada 10.oktobra lidz 2010.gada 21.oktobrim:

VIX2, =Vix, —ViX_,
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Iegiita sisteéma (1.37), (1.43) no Hestona modela diskretizacijas aptuveni ir vienada
ar AR(1) modeli un ar GARCH-M(1,0) atlikumiem, kur kvadratiska dispersija ar fikséto
koeficientu 0,5 ir icklauta AR(1) vienadojuma prieks vix2;.

Izmantojot programpaketi WINRATS, ir noveértéti parametri laikrindai vix2; $ada

forma:

Vix2, = —16,743+0,5 Vt2 +0,954-vix2, , + &,

&y :Vt\/\Tt

V, =5,9934 +0,04138979-V, ,

Saja gadijuma koeficients pie Vt2 bija nofikséts 0,5 l[imeni. Diemz€l nevar apgalvot,
ka §is modelis, kas ieglits no Hestona modela diskretizacijas, biitu vislabakais (protams,
misu secinajumi balstas uz pieejamo izlasi). Savukart, ja koeficients pie Vt2 netiek fikséts,

aktualais modelis butu vienads ar :

Vix2, = —10,3265+ 0,24347 V%> +0,95319 - Vix2, , + &,

&t :Vt\/\Tt

V, = 6,7326+0,0849-V, ,

Iesp&jams, ka eksisté kads cits ARMA/GARCH modelis, kas bitu labak piemérots
datiem neka iepriekSmin&tais, bet no izskatita modelu klasta $is modelis datiem bija
optimalais.

Tadgjadi, kaut arT regresiju analize dod vairak iesp&ju laikrindas analizei, tomér
Hestona modelis lauj saSaurinat piemérotako modelu klasi, jo labaka modela atraSanas
process ir diezgan darbietilpigs.

Grafiski novert&jumu problému var veiksmigi atrisinat ari programpaketé Eviews ar
lokalo regresijas metodi, izveloties tieSo kodolu un novertgjot standartnovirzes no

sakotngjas laikrindas hipotetiskas Iiknes (sk. 1.15.att€lu, kur §1 likne ir sarkana krasa).
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1.15. att. Laikrindas vix2t novértéSana ar lokalas regresijas metodi.

Diskréta Hestona modela reprezentacija ir piemérota, lai atrisinatu problému, kas
saistita ar stohastiska modela atbilstibu finan$u laikrindai. Turklat ARIMA tehnikas
izmantoSana Hestona mode]u parametru novérté€sana biitiski vienkarso So procesu, savukart
modela diskretizacija vienkarSo parametru novértéSanu. Tomér, nemot vera
iepriekSming€tos vienadojumu koeficientus, VIX datu modeléSana un attiecigi indeksa
nakotnes limenu prognozéSana, izmantojot Hestona modeli, ne vienmér ir korekta.
Tadgjadi stohastiska Hestona modela diskretizacijas pieeja ir izmantojama ari citu lidzigu

stohastisko diferencialvienadojumu atbilstibas realajiem datiem parbaudei.
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1.16. att. VIX indekss un modelu prognozgetas vertibas.
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1.17. att. VIX indekss un modelu salidzinosas prognozes.

Lidz ar to secinam, ka stohastisko modelu parveidosana diskrétaja laika dod iesp&ju

noteikt modela atbilstibu novérojumu datiem, kas savukart palielina prognozes precizitati.
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1.18. att. Hestona modela diskretizacijas praktiska pielietosana.
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2. NEPARAMETRISKAS REGRESIJAS UN TO
DEFINESANAS VEIDS AR KOPULAM

Kaut arf lielaka dala p&tijumu, kuros izmantotas kopulas, ir koncentréti uz atkaribas
modeléSanu starp dazadam sérijam vai datu novérojumiem, ir arvien vairak darbu, kas
izmanto kopulas, lai modelétu vienfaktora nelinearo laikrindu laika atkaribu. Granger
(2003) [72] defingé noturibu (piem&ram, "ilgu atminu" vai "Tsu atminu") visparigajiem
nelinearajiem laika sériju modeliem, izmantojot kopulu. Darsow, Nguyen un Olsen (1992)
[36] snhiedz raksturlielumus uz kopulam balstitam laikrindam ka Markova procesu. Joe
(1997) [37] ierosina parametrisko stacionaro Markova modelu klasi, kas balstita uz
parametru kopulam un parametrisko invariantu (vienas dimensijas marginalo) sadalijumu.
Chens un Fans (2006) [33] pétijusi neparametrisko stacionaro Markova modelu klasi, kas
balstita uz parametru kopulam un neparametrisko invariantu sadalfjumu. Ja {Y;} ir
stacionars Markova process, ar nepartrauktu marginalo sadalijuma funkciju G, tad ta
varbiitiskas ipasibas pilniba nosaka divdimensionala funkcija no Y; un Y;_q, t.i. H(yy,y2).
P&c Sklara teorémas (skat. Frees, E.W., Valdez, E.A. (1998) [38], Nelsen (2006) [84], var
vienigi izteikt H (¢, *) attieciba uz invariantu sadalijumu G un kopulas funkciju C (¢, ¢) no
Yi_qunYy, H(yy,v,) = C(G(y,),G(y,)). Tadgjadi vienmér var noradit stacionaro pirmas
kartas Markova modeli ar nepartraukta stavokla telpu, tie$i noradot {Y;} marginalo
sadalfjumu un Y;_; un Y; divargumentu kopulas funkciju. Kopulas pieejas prieksrociba ir
ta, ka var brivi izvéléties marginalo sadalijumu un kopulas funkciju atseviski. Marginalais
sadalfjums apraksta uzvedibu, piem&ram, laikrindas {Y;} “smagas astes” un / vai
asimetrijas, kamér kopulas funkcija raksturo visas no laika atkarigas ipaSibas, kas ir
nozimigas jebkurai parveidei un laikrindas atkaribas ipasibai.

Turpmak aprakstits pirmas kartas Markova modelis, kas izveidots, izmantojot
kopulu, un ir loti elastigs. Sis modelis paplasina nelinearo laikrindu modelu klastu
(sk.2.1.att€lu) un lauj analiz€t ekstremalas veértibas, kas iegiitas no laikrindu sadaltijumu
astes, novertéjot “smagas astes”, asimetriskas atkaribas un citu dinamiku, kas piemit
daudziem populariem nelinearajiem modeliem, ilga atmina, modeli ar strukturaliem
parravumiem u.C. Turpmak 3. nodala detaliz&ti izklastita kopulveidigo regresiju uzbiives
metode, kas papildina ARIMA klases modelus (skat. 1.1.att€lu) augstakminétajos

gadijumos.
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2.1. Kopulas matematiska definicija un veidi

Piepemam, ka (X,,.., X,) € R" ir gadijuma vektors ar kop&jo sadalijuma funkciju

[40]:
F(X e Xy ) = P(X, S X0, Xy £Xy)
un marginalajam funkcijam :
F.(x,)=P(X,<x,),1<k<N.

Kopula C no F ir definéta, ka kop€ja sadalijuma funkcija ar varbutibam segmenta
[04]", kur:
1. V1<k<N,0<u, <1
C,(u)=C%..Lu, 1..0)=u,;
2.V (Xg,..., Xy), kur x, ir funkcijas F, (1<k < N) nepartrauktibas punkts,

F (X5 Xy ) = C(F (X)), Fy (X)) -

Divdimensiju gadijuma kopula ir funkcija C : [0,1]2 — [0,1], tada, kur :
L V(uv)elof,

Cu,0)=Cc@,v)=0
Cul)=uunC(@yv)=v

5 YUy, VyUp v, ) e [01] <y, v <,

c(u,,v,)—C(u,;,v,)—-C(u,,v,)+C(u,,v,) = 0.

Citiem vardiem sakot, kopula ir divu gadijuma lielumu U un V kopgja sadalijuma

funkcija. Turklat C(u,v) = PU <u,V <Vv).

e . . oCc(u,v
Par nosacito sadalfjuma funkciju divdimensiju gadijuma sauc C,(u,Vv) = é ) .

Ja, pieméram, X un Y kopga sadalijjuma funkcija ir dota ka

F(x,y)=C(F, (x),F, (y)), tad nosacita sadalifjuma funkcija Y | X = x ir uzrakstama $ada

90



veida: Fy (y):C1(FX (X), F, (y)) Visparigi kopulas nosacita sadalijuma funkcija tiek

izteikta pec formulas:

oC, (Uy...,Uy,...,uy)
ou, '

C (U, Uy, Uy ) =

Ja funkcija ¢, ir pietickami vienkarSa, lai iegltu inverso funkciju, tad kopgja

sadalijuma funkciju viegli modeléjama, izmantojot atvasinato nosacito sadalijumu, t.i.,

pirmkart, modelg vértibu U , nosaka U, p&c tam model@ vértibu V no c,, kas ir nosacitais
sadalfjlums vV |U =u.

Ar c(u,v) var definét atbilstoSo blivuma funkciju, kas ir 2. kartas parcialais

oC(u,v)

atvasinajums no C(u,v), ti., c(u,v)=
j (u,v) (u,v) Py

. Vispariga gadijuma kopulas blivuma
funkcija defingjama $adi:

OC(Uy..., Uy, Uy)

CUy yovny Uy oo Uy ) =
Uyl au,...0u, ...0U,

Savukart kop€jas sadalijuma funkcijas F blivuma funkcija ir
N

F (X ey X yeens Xy ) = C(FL (X)) ees B (X )5y By (xN))H f, (x,), kur f_ir funkcijas F,
k=1

blivuma funkcija.

Nepartrauktajam kopulas funkcijam atkaribas parametru parasti parveido par
atkaribas méru. Viens no tadiem mériem ir Kendalla 7, kas ir ierobeZots intervala [-1,1] un
nav atkarigs no marginala sadalijuma funkcijas formas.

Divi korelétu vértibu pari ar vienadu kopulu var bt koreléti ar dazadiem korelacijas
koeficientiem. Bet jebkuram korelétajam vértibam, kuram ir vienada kopula, var defin&t $is
kopulas 7, kas ir konstantes no kopulas. Kendalla korelaciju 7 definé $ada veida:

z=4E(C(u,v))—1.
. 1
Gadijuma, ja korelacija ir perfekta, t.i., U =V ,tad z =1, jo E(C(u,v)) = 5

Sada veida aprekins lauj definét 7 ka korelacijas koeficientu.
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Sklara teorémal[40]

Piepem, ka F ir n-dimensiju sadalijuma funkcija ar marginalajam funkcijam
F,,...,F,, tad eksisté tada n-kopula C, ka visiem y € R" izpildas

F(y)=C(R.(y,).. Fu(ya)) - (2.1)

Ja visas marginalas funkcijas F,,..., F, ir nepartrauktas, tad $ada kopula C ir vieniga.

Un otradi, ja C ir n-kopula un F,...,F, ir sadalijuma funkcijas, tad funkcija F , kas
definéta ar vienadojumu (2.1), ir n-dimensiju sadalfjuma funkcija ar marginalajam
funkcijam F,,...,F,. [37].

Sklara teoréma divdimensiju gadijuma [37]:

pienem, ka X un Y ir divi gadfjuma lielumi ar kopgjo sadalijuma funkciju F . Ja F,
un r, ir nepartrauktas marginalas funkcijas, atbilstosi no X un Y , tad eksisté vieniga tada
kopula €, kur F(x, y) = C(Fy (x). F, (v))-

Balstoties uz Sklara teorému, ar kopulas funkcijas palidzibu vienmér var modeléet
jebkuru daudzdimensiju sadalijumu, model§jot ta marginala sadalijuma funkcijas un ta
kopulas funkciju atseviski, kur kopula ietver sevi visas iesp&jamas atkaribas, neraugoties

uz daudzdimensiju sadalijuma mé&rogu.

Franka kopula Gumbela kopula

2.18. att. Arhimé&da tipa kopulu pieméri, kas visbiezak sastopami finansu joma.
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Turpmak darba izmantotas vienparametra Arhiméda tipa kopulas — Kleitona,
Gumbela un Franka, kuras lauj modelét asimetriskos sadalfjumus, ka ari nemt véra smago
astu efektus. Ka zinams, $ada veida sadalfjumi loti biezi vé€rojami dazadu finansu tirgus

aktivu dinamika.

2.2. Neparametrisko regresiju modelu nostadne

Nelinearas laikrindas identific€Sanas iesp€ja, izmantojot nosacitas vidgjas vertibas
un nosacitas dispersijas neparametriskOs novertgjumus, ir minéta vairakas publikacijas
(skat., piem&ram, [33]). Parasti analiz& stacionaro laikrindu {x;,t € Z} regresivo modelu
atkaribas struktiiru, kas ir noteikta ar invariantu marginalo sadalijumu un kopulas funkciju,
kas generé procesa atkaribu laika. Ka noradits [33], tas lauj nodalit laika atkaribu
(pieméram, ‘“astes” atkaribu) no laikrindu marginala sadalijuma uzvedibas (piemé&ram,
“smagas astes”). Vel viena §1 veida regresivas metodes prieksrociba ir iesp&ja piemérot
varbiitibu teorijas robezteorému parejai no diferencu vienadojuma uz nepartraukto laika
stohastisko diferencialvienadojumu ([34], [35]).

Saja darba kopulu klase pé&tita, pamatojoties uz neparametrisko, stacionaro Markova

modeli skalara diferencialvienadojuma forma:

teZ: X, =X+ (X, 6)+a9(X, 4,€)é (2.2)

kur {&,teZ} ir i.i.d. N(0,1), un ¢ ir neliels pozitivs parametrs, kas tiks izmantots
regresijas (2.2) difuzijas aproksimacijai. Regresija (2.2) biezi tiek pielietota imitaciju
veikSanai un stohastiska svarstibu modela [33] parametru novértéSanai. Bet, diemzél,
Markova kéde, kas ir noteikta ar vienadojumu (2.2), nav kompakta fazes telpa, un tas
apgritina varbiitibu teorijas robeZteoremu pielietosSanu. Kopulas metodes palidz vienkarSot

vienadojuma (2.2) asimptotisko analizi.

Atzim@sim, ka, lai uzbiivetu kopulu C(u; v) parim {X; X} no vienadojuma (2.2),
Ir nepiecieSams atrast X, marginalo invariantu sadalfjumu F(X) un ievietot to jaukta
sadalfjuma funkcija H(X,y) =P(X,, <X X, <y), kur C(u,v)=H(F™*(u),F*(v)) un

H(x,y)=C(F (x),F (y)). Nemot véra mazo parametra & vertibu, péc U, = F(X,)
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aizvietoSanas vienadojuma (2.2) par turpmaku diftizijas aproksimaciju var uzskatit

diferencu vienadojumu tada pasa forma ka (2.2):
tez:U,=U_,+4U, ,,8)+agU, ) (2.3)

Bet tada gadijuma $is vienadojums ir noteikts ka Markova kéde, kas atrodas kompakta
[0,1], laujot vieglak formul&t parejas varbitibas uzbtivi un turpmak iegat funkciju f(u) :
ka arT g(u) novertgjumus.

Péc vienadojuma (2.3) difuzijas aproksimacijas ir iesp&ams veikt inverso
aizvietoSanu un iegit stohastisko vienadojumu, ka vienadojuma (2.2) difuzijas

aproksimaciju.

2.3. Uz kopulam bazéto algoritmu aprakstiSana

Ka jau minéts, izmantojot kopulu pieeju viendimensiju laikrindu model&sana, tas
galigo dimensiju sadalijumi tiek generéti ar kopulu palidzibu.

Pateicoties dazadu kopulu funkciju marginalo sadalifjumu savienojumam, Uz
kopulam bazeti autoregresiju procesi palidz modelét ne tikai plaSu marginalas uzvedibas
spektru, bet ar1 tadas savstarpgjo atkaribu ipaSibas, kas raksturigas klasteriem, ka ari
pozitivai vai negativai sadalfjuma “astes” atkaribai (skat. [33] un [53]).

Aprakstitais algoritms lauj aprékinat kopulas parametrus, kuri vislabak atbilst
iepriek§ izveélétajam modelim. Kopulas atkaribas struktiiras noteikSanai izmantota
programpakete Matlab, kas palidz aprékinat kopulas parametrus un izvéléties noteiktiem
finanSu tirgus datiem piemérotako kopulu klasi, kas ir bazéta uz ticamibas novertgjumu.
Minétie uz kopulam bazétie modeli ir viegli imit&ami, un tos var izteikt ka
neparametriskos regresijas transformacijas modelus. Lidz ar to, izmantojot Matlab, veikta
VIX indeksa imitacija — tika atrasta vislabaka kopulu atbilstiba dotajiem nosacijumiem, ka
ari ieglita parametriska autoregresija.

Uz kopulam bazétos neparametriskos modelus raksturo ar nosacito
heteroskedastiskumu un biezi tos lieto mainigo statistisko datu modeléSana. Raksta [42]
pamatideja bija pielietot lokalo linearo regresiju atlikumu kvadratiem, lai atrastu

nezinamas funkcijas f un g.
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Piepemsim, ka {Y,} ir pirmas kartas Markova process ar nepartrauktiem stavokliem. Tad §1
procesa varbiit€jas 1pasibas tiek pilnigi noteiktas ar jaukto sadalfjuma funkciju {Y, ,} un

{Y,}. Un uz kopulam bazeta modela noteikSanai var izmantot Markova diferen¢u modeli

forma (2.2), kur
EET,' = O,DEt =1 {Et,tEZ} ir l.l.dN(O,l)

Tad parametru noteikSanas uzdevums reduc€jas uz nosacito (pirmas un otras kartas)

momentu, kuri biis miisu pamatregresijas modela parametri, aprékinu:

9(X,p,&)=2 un f(X,,,&) -2

Ka minéts ieprieks, tas nav viegls uzdevums, it 1pasi tadel, ka §1 reprezentacija
sarezgl varbitibu teorijas robeZzteorému pielietoSanu. Lidz ar to, pienemot, ka sadalijums ir
stacionars, tick piedavats atrast parametrus no Markova k&des, izmantojot kopulas.

Pirmkart, pieradisim, ka kopulas sadalijuma blivums ir vienads ar Markova k&des

parejas varbutibu blivumu:

P(X,, <¥)=F(y) = [ p(z)dz
P(X,.s € AIX,) = P(X,A) = [ p(x, y)dy
P(X,, €A X, eB)= j p(z, Adz = jj n(z,y) p(z)dzdy = j P(x, AdF (X) =

= {[ px, y) p(2)dF (x)dy

C(F(Y),F() =P(X,,; <, X, <x) = [[ p(z,u) p(z)dzdu

0°C(F(y). F(x)
Y p(y)

p(x,y) =

Rezultata redzam, ka Markova parejas blivums ir vienads ar kopulas blivumu.

Nakamais solis biitu izvirzit neparametrisko regresiju Teilora rinda:

F(X)=F(X.)+ FI(Xt)‘gf (Xi0,8)+ FI(Xt)‘C’g(Xt—l’g)gt (2.4)
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Izmantojot maza parametra € nepartrauktibu, ir iesp&jams parrakstit izteiksmi

(2.4) §ada veida:

teZ:U =U_ +dU,8)+ea0Uy,6)4
fU.,e)=EU,|U,,=u)-"? (2.5)

gV .8)=E(U - f(Ut—l’g))z Uy, =u)=? (2.6)

P&c nosacitas matematiskas ceribas (2.5) un (2.6) novértéSanas veicam inverso
aizvietoSanu un iegtstam vienadojumu (2.3), kuru turpmak var aproksimé&t ar stohastisko
diferencialvienadojumu. Protams, §is algoritms darbojas tikai pie nosacijuma, ka eksiste
inversa funkcija. Pieméram, Gumbela kopulai, kurai nav standarta inversas funkcijas,
pielietot o algoritmu butu sarezgiti.

Lidz ar to ir ieguts algoritms (2.3) modela parametru novérté$anai. Lai Tsi aprakstitu
misu ideju, nakamaja sadala paradits, ka mingtais nosacito matematisko ceribu algoritms

darbojas ar realiem tirgus datiem.
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2.19. att. Kopulveidigas regresijas konstrué$anas algoritms
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2.4. Piedavata algoritma praktiska pielietoSana

Balstoties uz 2.19 attéla izveidoto blokshému, analizésim VIX — tirgus
svarstiguma indeksa — ikdienas datus no 2007. gada 31. marta Iidz 2011. gada 10.
decembrim. VIX ir finanSu tirgus mehanisms, kas méra S&P500 indeksa nakotnes
sagaidamo svarstigumu (30-dienu garuma). lesp&ja saturigi interpretét VIX indeksa
kustibas un ta reakciju uz tirgus notikumiem var dot investoriem noderigu instrumentu
investiciju portfela risku vadibai un ienesiguma palielinasanai, ka ari portfela
parvaldiSanas stratégijas izveidoSanai, izmantojot atvasinatos finan$u instrumentus VIX
indeksam. Sie atvasinatie finanu instrumenti tiks precizak novértéti, ja biis novértstas
laika mainigas korelacijas starp VIX un S&P500 indeksiem.

Izveidosim VIX indeksam neparametrisko kopulas bazes modeli, izmantojot AIC
un BIC kriterijus [6]. (AIC - Akaike informacijas kritérijs visparigi ir AIC = 2k — 2In(L),
kur k ir parametru skaits statistiskaja modeli, L ir statistiska modela parametru funkcijas
maksimala vertiba. No visiem modeliem, kas attiecinati uz konkréto laikrindu, tiek
izvelets tas modelis, kuram AIC vértiba ir vismazaka. BIC - Beijesa informacijas
kriterijs vai Svarca kriterijs (SBC, SBIC) ir statistiskais kriterijs piemérotaka modela
izvelei kadai konkrétai laikrindai, tas ir radniecisks Akaike informacijas kritérijam
(AIC): BIC = In(c?) + kin(n) , kur 62 ir dispersijas kltda, n —izlases apjoms un k -

parametru skaits statistiskaja modelt).

2.4.1. Kopulas izvele Markova modela konstrués$anai VIX indekss datiem

Visvieglakais veids VIX indeksa neparametriskas regresijas koeficientu
noteikSanai ir $ads algoritms (2.19.attéla ,,Datu sagatavoSanas fazg” péc ADF testa un

,,Kopulu atraSanas/modela uzbiives faze”, ka ari 2.1.att€la sarkana taisnsttri) :

imitét U, punktus, kuri ir R[0,1] (vienmerigi sadaliti) vai transformét jau

eksistejoSo pieméru uz R[0,1];

- izveidot izkliedes grafiku prieks (U, ;,U,);

- veikt dazus statistiskus testus, lai atrastu piemérotu datu sadalijumu;

- npemot vera izkliedes grafiku un datu sadalfjumu, méginat izvéleties kopulu
no eksistéjosajam klasém vai izveidot savu kopulu, ja ir zinami marginalie
sadaltjumi;

- testét kopulas atbilstibu datiem (pieméram, AIC un BIC);

- atrast neparametriskas regresijas parametrus.
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Izmantojot Matlab, tika izveidoti izkliedes grafiki VIX indeksam, gan

netransformétajiem datiem, gan datiem, kas tika transforméti vienmérigaja sadalijuma

(R[0,1]).
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2.20. att. Izkliedes grafiks netransformé&tajiem uz R[0,1] VIX indeksa datiem ar vienu

lagu.
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2.21. Izkliedes grafiks transformé&tajiem R[0,1] VIX indeksa datiem.

Svarigs jautajums, ar ko nakas saskarties, ja ir interese izmantot uz kopulam
bazetus neparametriskos modelus, ir attiecigds parametriskas kopulas izvéle. Dazados
rakstos (piem., [54]) tiek piedavati divi vienkarsi testi parametriskas kopulas korektas
specifikacijas veikSanai, lai noteiktu vienlaicigas atkaribas starp vairakam

viendimensiju laikrindam un viendimensiju GARCH modelu jauninajumiem
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modeléSanas konteksta, kurus izmanto katras viendimensiju laikrindas filtrésanai. Chen
and Fan [45] izveidojusi pseudo-ticamas attiecibas testus parametriskas kopulas modela
izvélei daudzdimensionaliem, vienadi sadalitiem novérojumiem. Bet misu piedavata
metode ir vienkarSaka —lietderigak izvéléties vislabako kopulas atbilstibu, izmantojot

2

AIC un BIC kriterijus vai izmantojot y° testu datu sadalijjumam. Zemak apskatits

dazadu kopulu salidzinajums.

Clayton - Gumbel

2.22. att. Izplatitakie kopulas blivumi finansgs.
Pirmaja piemérotas kopulas izvéles soli vajadzétu salidzinat grafiskas
parametriskas kopulas ar VIX datu izkliedes grafiku (2.21.attéls). Ka redzams zim&juma,
VIX datiem vispiemérotakas kopulas ir Gumbela, Franka un Normala. Visam trim

kopulam ir lietderigi aprékinat AIC un BIC krit&rijus.

AIC un BIC kriteriji VIX indeksa datiem 2.1.tabula .
Kopula AIC BIC
Gumbela kopula -124,1 -119,3
Franka kopula -267,4 -261,5
Normala kopula -230,3 -227.9

Nemot véra AIC un BIC kritérijus, talakajai modela izveidoSanai izvél€simies

Franka kopulu.

2.4.2. Neparametriskas regresijas koeficientu meklésana

Tagad vajadz€tu noskaidrot neparametriskas regresijas parametrus, izmantojot
Franka kopulu:

g Upy g Uy

1

C(ut+1’ ut) = _a_l In(1+ ) ) gut = eiaUI -1 (27)
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levietojot izteiksmi (2.7) nosacitaja matematiskaja ceriba, ieglsim
nepiecieSamos parametrus:

j‘ aC(ut+l’ ut) i

1 1
E(Ut+1 | U, = u): J.ut+l dFumlut J‘ut+1 P, | u Upg =| U EYE dut+1 = J-ut+l C(Utw Uy )dut+1 =
0 0 ut+l u'[ 0

0

afray) (e -l 1) et -a))s et o)

= —az!‘ Umm tl = ( ay, 1xea _eaut)
(2.8)
o(U,,1 [V, =u)=E(U,,, - F(U)* /U, =u) =f(ut+1— f U)oV, U AU, =
7 1 aln(t) (exp(a) — 1)
= [ | emo -5
0 1 - ?) (exi)(a) —t)
¢ (1 - exp(~a))exp(~au,) ¢
+ exp(a) —t 1 7 dt
P (1 —exp(—a) — (1 — ?) (1- exp(—aut)))
(2.9)

kurt = exp(Us41)-

Izteiksmes (2.8) un (2.9) nav iesp&jams aprékinat analitiski, bet skaitliska veida
tas ir paveicams, piem&ram, ar Matlab vai Mathematica palidzibu. Franka kopulai var
izmantot inverso funkciju, ar mérki atgriezties pie pamatvienadojuma (2.3). Jaatzimg,
ka integrali (2.9) aprékinat nav izdevies, jo tas divergé punkta 0. Tomér, izmantojot
Mathematica programpaketi, iesp&jams uzzimét izteiksmes (2.9) veértibas. Ka redzam
2.23. attela, mis interes€josaja intervala (0,1) vienadojums (2.9) ir nelinears. Tiesi Sis
otrais moments papildina definéto neparametrisko regresiju ar nelinearo locekli. Turklat
2.24.attéla redzams, ka otrais moments divergg, sakot ar vértibu 1, bet vizuali manamas

divergences pazimes paradas péc U, veértibas, kas vienada ar 2,7 (skat. 2.pielikumu).
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2.23. att. Otra momenta dinamika, mainoties U intervala [0,001; 4] ar parametru

a = 8,68.
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2.24 att. Otra momenta dinamika, mainoties U, intervala [2,1; 3,1] ar parametru

a = 8,68.

Nemot véra (2.8) un (2.9) iegitos rezultatus, var sastadit meklgjamo

vienadojumu:

tez:U,=U_ +fU, &) +9U,,&)& =

U+ e’ ((ea —1XIn(ea“‘ (ea —1))— In(ef“(e‘a1 —1)))+ a(ea —e™ ))+

- a(eau‘ _1xea _ g )
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1
1 aln(t) (exp(a) — 1)
+ J- ?

aln(t) —
(1 - %) (exp(a) — t)

2 1
‘ (1 - exp(~a))exp(—au,) ¢

+
exp(a) — t (1 — exp(—a) — (1 - %) (1- exp(—aut)))

> dté,

kur t = exp(Uss1).

Protams, ja gribam So modeli izmantot praksg, ir loti svarigi salidzinat dazadu
klasu modelus, kuri varétu saderét ar iegtitajiem datiem.

Bet ja darbojamies ar kopulam, vajadzétu ievérot dazus faktus. Piem&ram, var
but apgritino$i pamatot dotajai datu izlasei vispiemérotako kopulu, jo dazas no tam var
atbilst datiem tuvak centram, savukart citas — datiem tuvak ,,astém”. Turklat daudzam
kopulam nav momentu, kuri tie$i atbilstu Pirsona korelacijai, 1idz ar to uz kopulam
balstitie modelus ir grati salidzinami ar finanSu modeliem, kas tika izveidoti,

pamatojoties uz korelaciju.

2.4.3. Gadijuma procesa noteiktas robeZas sasniegSanas laika sadalijuma
imiteSanas algoritms

Kopulu un kopulveidigo regresijas uzbiives algoritmu izmantoSana paver
iesp&jas atrast gadijuma rakstura procesus ne tikai finanSu joma, bet ari pargja
tautsaimnieciba, piem&ram, §1 promocijas darba ietvaros ir izstradats algoritms, ar kura
palidzibu iesp&jams izveidot imitacijas modeli energétika, kas lautu veidot iekartu
maksimalas noslodzes algoritmus. Saja gadfjuma model&jam procesa noteiktas robezas
sasniegSanas laika sadalijuma imitéSanas algoritmu.

Tadgjadi darba ietvaros analizéti vesturiskie iekartu parametru darbibas
noverojumi (skat. Y Iiniju 2.25 .att€la). Lai iekartas stradatu efektivi un butu agrini
signali par iesp€jamiem traucgjumiem nakotng, var noteikt Itmeni, péc kura ir jéga
uzsakt primitivas darbibas. Rezultata vélamies nodroSinat stabilu iekartu darbibu, ko
raksturo maza svarstiguma procesi, bet realaja dzive, atkariba no laika apstakliem
parametru veértibas var biitiski atSkirties. TieSi tadel misu ideja ir imit€t So parametru
iesp&jamas novirzes. Lidz ar to promocijas darba mérkis ir noteikt limitu atlautajam
novirzém un atrast algoritmu, kas imitetu So defin€to Itmeni. Ir skaidrs, ka mums ir
dari$ana ar heteroskedastiskajiem procesiem. ST augstakminéta procesa Y modelésana
var lietot ARIMA-GARCH pieeju, bet kopulu izmanto$ana procesa modelésana akcenté

tiesi kritisko momentu (reto notikumu) patsvaru.
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Lidz ar to tika veikta kopulveidigas regresijas mekléSana Y laikrindai, ar mérki veidot
imitaciju noteiktaS parametra veértibas iegiiSanai vai noteiktas robezas sasniegSanai.

Izpétes noliika izmantoti ikdienas novérojumi no 31.12.2000. Iidz 31.12.2015.
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2.25. att. Noveérojumu Y laikrinda.

Savukart kopulas mekléSana procesam Y veikta, balstoties uz 2.4.1.sadala aprakstita

algoritma. I1zmantojot Matlab programmu, iegiiti blivuma funkcijas zZzimgjumi.
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2.26. att. (a) Divdimensiju blivuma funkcijas zim&ums Y datiem (netransformétie uz
R[0;1]); (b). Divdimensiju blivuma funkcijas zim&jums uz R[0;1] transform&tiem Y
datiem.

Ka redzams 2.26. att¢la (a), laikrindai Y ir “izlec&ji”, Kas padara marginalo sadalijumu
mekl&Sanas uzdevumu ipasi sarezgitu. Balstoties uz Kolmogorova-Smirnova testu, tika
veikta dazadu statistisko sadalijumu parbaude (skat. 3.pielikumu). Rezultata labakais no
pielietotajiem sadalfjumiem izveidots ka jauktais sadalfjums — viena datu dala ir labi

aprakstama ar eksponencialo sadalijumu un otra — ar vienmerigo.

F () l-e ™ x<T
X) = ,
H(x-T)+e ™, T,<x<T

e*”ﬁ




kur T laikrindas lielums un T, ir laikrindas lielums bez "izlIecgjiem”.

Lidz ar to, pemot véra uzbiivéto marginalo sadalijumu, Y laikrindas dati
transforméti vienmeriga sadaltjuma (R[0;1]). K& zinams, svarigs posms $aja p&tjjuma ir
izveleties datiem atbilstosu kopulu. ST projekta ietvaros tika izvéletas standartizétas
kopulas — Gumbela, Franka, Normala un T. Dazados rakstos minéti vairaki panémieni,
ka parbaudit kopulas atbilstibu datiem — AIC un BIC kritériji, x2-kritériji un
Kolmogorova — Smirnova distance. Primara kopulas izvéle veikta, balstoties uz

Kolmogorova — Smirnova testu. (skat. 2.2.tabulu un 3.pielikumu)

Kolmogorova — Smirnova tests (KS distance- D, ) 2.2. tabula
Kopula KS vertiba
Franka kopula 0.67
Gumbela kopula 0.65
Normala kopula 0.18
T kopula 0.7

Dys = n?ajx‘cn(ul,i ’Uz,j)_cg (UL‘ ’Uz'j)‘
C,(U,;,U,)-izlaseskopulaun C,(U,;,U, ;) -teorétiskas kopulas.

Nemot vera KS testa rezultatus, secinam, ka vislabaka kopula Y laikrindai ir normala
kopula, kura faktiski veido linearu sakaribu starp gadijuma lielumiem. Savukart dotaja
pétijuma svarigi ir imitét retos Y laikrindas I&cienus, Kuri signalizé par iesp&amiem
iekartu trauc€jumiem. Lai istenotu tieSi So prasibu, ir janpem kopula, kas apraksta
asimetrisko atkaribu, tatad Gumbela kopula. Balstoties uz So kopulu, atrodam
neparametriskas regresijas koeficientus (funkcijas) f un g. Gumbela kopula ir dota $ada

veida (parametrs 6 atrasts no datiem kopa ar KS testu):

CU,,,U,) = exp|_((— Inu,,,) + (- |nut)9)“9J, 0 =1,2847

ievietojot So blivumu nosacito momentu formulas, iegtistam:

1 1 f Cluyt)
E(Um | U, = U) = _[um dFuMlu, (U) = J.Um p(um | ut)dqu :J. U dum = Ium C(qu’ut )dum
0 0 0 0, 10U, 0

1

9,11V, =) =E(U,,- FU) U, =u)= [U,1- TU))elU,,,U, AU,

0
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Parametru izteiksmes arT nav iesp&jams aprekinat analitiski, bet skaitliski tas ir
izdarams, pieméram, ar Matlab vai Mathematica palidzibu. Gumbela kopulai nav
izmantojama inversa funkcija, ar mérki atgriezties pie pamatvienadojuma. Stradajot ar
tada veida kopulam, ir jaizmanto speciali algoritmi, lai atgrieztos vajadzigaja
vienadojuma forma.

Turpmak, lai izmantotu iegiito modeli, ir nepiecieSams parbaudit ta atbilstibu datiem
salidzinajuma ar1 ar paréjiem modeliem. Bet, nemot véra nestacionaro datu raksturu (Y
laikrinda), 1pasi brizos, kad ir novérojami l€cieni, klasiska veida ARIMA modeli nav
pielietojami un ar Gumbela kopulu atrasto neparametrisko modeli var aprobét,

izmantojot imitaciju.

Rezultata 2.3.tabula att€lots algoritms neparametriskas, kopulveidigas regresijas
uzbiivei, kas palidz risinat gadijuma procesu imitacijas uzdevumus ar heteroskedastisku
dabu. Sis algoritms lauj imitét heteroskedastiskus gadifjuma procesus un atrast laika
intervala sadalijumu S0 procesu noteiktas robezas sasniegSanai. Tas ir loti svarigi
energétika (noteiktas robezas sasniegSana), pieméram, ickartu darbiba, pasargajot tas no
iesp&€jamiem trauc€jumiem.

Zemak secinajumos dots Y laikrindas imitacijas piemérs, izmantojot Gumbela kopulu.

Gadijuma procesa noteiktas robezas sasniegSanas laika imitacijas algoritms 2.3.tabula.

1. Marginalo sadalijjumu konstruésana

Xk =AY, = F(X)3Y, €[0,1];

{X, }-novérojumu laikrinda, {Y,,}-marginalais sadalijums

U

2. Kopulas un to parametru atrasana

C(y,2)=P(Y,. <v,Y , <2),

3. Neparametrisko regresiju noverteSana, izmantojot
kopulu:

o’ (z) =m,(z) —m?(z);dz = m(z)dt + o (z)dw(t)

m(z) =E(Y, /Y, =2) = [ yp(y,2)dy
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4. Iteracijas proceduras uzbuve t, ar mazo parametru
h=0.01

y(tn+1) = y(tn) + hzm(y(tn)) +§no-(y(tn))h! gn ~N (011) (*)
xe(0,IN, X, =x,7(X, ) =inf{n >0, X, 2T}
y(0)=FX),z(x,I)) =inf{t, >0,y(,)=F{)}

[' —gadijuma robeza

5. Sadalijuma atrasana laikam 7(X,I") sasniegt robezu x_-r
ar Montekarlo imitacijam C(y,z)=P(Y, <vy,Y,, <2);

U

5.1. Veic iteracijas (* -vienadojums) N reizes lidz y(t,) > F(I')
un péc katras iteracijas atceras n®

|

5.2. Konstrué histogrammu {n® k=1,...,N}un atrod
sadalijumu

Secinajumi

Uzbiuivgjot algoritmu kopulveidigajam regresijam un, nemot vera noteiktas robezas
sasniegSanas laika imitacijas procediiru, kas aprakstita 2.3.tabula (soli 1-4), tika
modeléts process Y ar Gumbela kopulu un neparametrisko regresiju. Ka redzams
2.27 attela, misu modela imitacijas rezultats ir tuvs laikrindas Y vértibam. Bitiba
misu imitacijas reag€ uz procesa svarstibam. Tas dod iesp&ju izmantot So modeli

laika sadalijuma noveértéSanai.
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2.27. att. Vesturiskas un modelétas (Y) vertibas energokompanijas iekartu parametru

darbibai.

stradajot ar kopulam, nevajadzetu aizmirst dazus faktus. Piem&ram, var bt
apgrutino$i pamatot, kura no kopulam bis vispiemérotaka dotajai datu izlasei, jo dazas
kopulas var atbilst datiem tuvak centram un citas kopulas — datiem tuvak ,,astém”. Si
pétljuma ietvaros tika izvéleéta Gumbela kopula, jo mis interes€ja ,,izl€c€ji” un ar tiem

saistita dinamika.

2.5 Kopulas meklésana GARCH(1,1) modelim

Daudzos pétijumos par finanSu tirgus empirisko vidi Kkonstatéti lietiski
pieradijumi tam, ka laikrindas var svarstities ar lielu amplitidu un biezi but
homoskedastiskas. Balstoties uz Siem pétijumiem, ekonometristi izstradajusi diskréto
stohastisko modeli — GARCH, kuru loti biezi izmanto finansu laikrindu imitacijam un
prognozéSanai. Bet dazreiz, stradajot ar finanSu tirgus datiem, gritibas rada datu
atkaribas novértesana, balstoties uz Pirsona korelacijam. Saja gadfjuma viena no
iesp&jam ir parrakstit GARCH(1,1) procesu Markova diferenc¢u vienadojuma forma un,
nemot véra, ka stacionarais GARCH(1,1) process ir sadalits péc inversa Gamma
sadalfjuma ([34]), paradas iesp€ja uzbuvet kopulu prieks sada veida atkaribas un atrast
parametrus nelinearajai laikrindai.

Lai stenotu kopulu konstru€Sanu, vienadojumu (2.3) parrakstisim Markova

skalara diferencu vienadojuma forma:
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teZ: X, = f(Xt—1)+g(Xt—1)§t (2.10)
kur {&,,t € Z} ir vienadi sadalita virkne N(0; 1).

Péc substitiicijas U, = F(X,) vienadojumu (2.10) var parveidot diferencu

vienadojuma, kura forma ir lidziga vienadojumam (2.3):

teZ:U =oU, ) +yU)S (2.11)
Péc vienadojuma (2.10) parveidosanas vienadojuma (2.11), Markova kéde ir

kompakta uz [0, 1]. Tas atvieglo pargjo varbiitibu konstrukciju, ka arT funkciju f(u) un
g(u) novertesanu. Ka jau minéts ieprieks, péc difuzijas aproksimacijas (2.11) ir
iesp&jams veikt inverso substitiiciju un iegit (2.10), kuru savukart var aproksimét ar

stohastisko diferencialvienadojumu.

2.5.1. GARCH(1,1) modela parveido$ana

Galvena ideja ir izstradat GARCH(1,1) mode]a svarstigas dalas kopulas funkciju,

darbojoties ar modeli pirmas kartas diferencialvienadojuma forma [34]:
2 2 1 2
O =W, +oy [ +h a2 ] (2.12)

kur h ir mazs pozitivs parametrs un citi apzim&jumi ar h indeksu nozime atkaribu no §1
raditaja,{, Z.,t € Z} ir vienadi sadalitu gadijuma lielumu virkne ar vid&jo vertibu nulle
un dispersiju E{,Z2}=N. Tad ir iesp&jams vienadojumu (2.12) parrakstit vienadojuma

(2.10) forma.

[zmantosim apzimg&jumus:

2_
hz‘gz,xt:Gt2 G = 1

J2h

un parrakstisim vienadojumu (2.12) vienadojuma (2.10) forma ar precizitati lidz otras

pakapes e-elementiem:

Xy = X, +&°[W, —Ox% ]+ agx (2.14)
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kur
EL =0,Dg =1 {§,teZ}iid.N(OY

Lai veiktu turpmakos neparametriskos regresijas aprékinus, var atcelt mazo
parametru & un apzimét f(x)=x +[w, —0x]9(X)=axs X . Rezultata iegistam
diferencu vienadojumu (2.10), kas raksturo GARCH(1,1) svarstigumu. Uz kopulu
balstitos neparametriskos modelus raksturo nosacita heteroskedastitate, un tos biezi
izmanto statistisko datu svarstiguma model&sanai.

Misu piedavata metodologija ir biivéta uz pirmas un otras pakapes nosacitas
matematiskas ceribas atrasanu [55].

Ja {X,} ir pirmas kartas stacionars Markova process, ar nepartrauktu stavoklu
kopu, tad ta varbutiskas pasSibas tiek pilnigi noteiktas ar {X,,} un {X.,} jaukto
sadalfjuma funkciju. Uz kopulu balstito modelu noteikS$anai ir japielieto Markova
modeli skalara diferencu vienadojuma forma (2.10).

Miisu mérkis ir nosacito momentu novertésana, kas ir bazes regresijas modela

parametri:

(X ) =?uny(X,)="?

Tagad ir iegiiti vienadojuma (2.10) modela parametru noveértéSanas instrumenti.

Tomér galvena probléma parametru novértéSanai ir korektas kopulas atrasana,
kas atbilstu tirgus datiem. Modela GARCH(1,1) uzbiivé var izmantot Nelsona [34] un
Vonga [56] rezultatus, kas parada, ka stacionara GARCH(1,1) svarstigumam ir inversais

Gamma sadalijums:

A
F(z):P(aZ<z)=1-j

0

r, (r-1)
S X edx, kur r=1+20 uns:z—vzv
(r) a

2.5.2. Nelinearas regresijas parametru noteik§ana

Nemot véra iepriek§ minétos rezultatus un iegiito vienadojumu (2.14), ir
iespejams izstradat GARCH(1,1) svarstiguma modela kopulas funkciju. ST kopula biis
galvenais divu laika lagu stohastisko atkaribu raksturotajs pirmas kartas Markova
procesam, ka ari nosacitas sadalijuma funkcijas dala, kas ir nepiecieSama

neparametrisko regresijas koeficientu iegiSanai.
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Tatad GARCH(1,1) kopula, kas balstita uz Gamma sadalijumu, nemot véra

noteiktos piep€mumus par savstarp&ju parametru attiecibu, biis vienada ar:

Cu,v) =P(x, < F(u), x4 <F (V) =P(x_ +X (& & -0)+ o< F'(u),x, <F (V) =

=P(X, +X,(a & -0)+o<Fu)/x, <F(V)P(Xx, <F*(v)=

=F(F*(V))P(x_ (+a & -0)<FHu-o)/x_  <FH(v)=vP(x_, <F'(u-w)/x_ <F(V))x
xP(l+a & -0)<F u-w)/x, <F*(V)=/x_,& —indepen./ =VvP(x_, <F(U-o)/x_, <F7(v))x
u-w+6-1

P <FAUT 0T W) = T def (u— o) 2 vl =VF(F DE(E(v))x
(04 (04
y P(F*(V)<x_, <F(u-)) ::Vz(u—w+0—l) F(F (u-o)-F(F'(v) _
P(x_ <F (V) a F(F(v)
=v2(u_w+9_1 (U_w)_v=1(u—a)+0—1)(u—a)—v)
a Vv a
(2.15)
Kur a,w,v, 8 — parametri
Un §1s kopulas blivuma funkcija ir:
2
cuv)=2CUY 1y gy v 2u) (2.16)
ouov o

Tagad GARCH(1,1) svarstiguma procesam ir iegiita kopulas sadalijuma funkcija
(2.15) un kopulas blivuma funkcija (2.16), ka rezultata ir iesp&jams atrast divu

dimensiju sadalfjuma funkciju F(x,,x_,), blivuma funkciju f(x,Xx,,) un atrast

neparametriskas regresijas parametrus.

F(X,%4)= F(xt)F(xH)i(l—0+a)+v+2u) (2.17)
o

(X, X )=T(x)f (xtl)é(1—¢9+a)+v+2u) (218)

kur F(x,), F(x_,) ir marginala Gamma sadalijuma funkcijaun f(Xx,), f(x,_,) ir Gamma
blivuma funkcija.

Péc divu dimensiju sadalijjuma funkcijas (2.17) un blivuma funkcijas (2.18)
noteikSanas ir iesp&jams identificét pirmas un otras kartas nosacitos momentus, kas ir
neparametriskas regresijas (2.10) risinagjums. Bet $os nosacitos momentus atrast ir

vieglak, izmantojot uz neparametrisko regresijas modeli balstito kopulu.

111



Lai iegltu neparametriskas regresijas parametrus, izmantojot kopulas
reprezentaciju (2.15), ievietojam tos nosacitaja matematiskaja ceriba, tadéjadi iegustot

mekl&tos parametrus:

1

1 1
o) =EU |V :v)=jzdFu|V(z):J'zc(u,v)dz =IZ(£(1—0+w+V+22))dZ =
o
0 0 0
2 2 2 2 3 |1
:l(z__ﬁ Z_CU ﬂ+2i) :i(11_9+a)+v)
a2 2 2 2 3 243

w?(U)=E(U-pW)* /U =u) = [(z- f@)%clz.v Jiz=
Jl.(z—i(ll—ejtawv))2 ><(£(1—6?+a)+v+ 22))dz =
5 200 3 a

2 1 1 .1 1 .1
=(1=-0+w+V)(=——([1=-0+0+V)+——=(1=— 0+ w+V)?
3 )(a az( 3 ) 4a3( 3 ))

kur a, w,v, 0 — parametri
Pé&c tam, kad veikta uz kopulu balstito neparametriskas regresijas (2.11)
koeficientu noverteésana, parrakstisim So vienadojumu, kas ir GARCH (1,1) svarstiguma

modela diferencu vienadojums kopulas telpa (U, =u, U, , =V):

teZ U, :i(1%—0+a)+ut_1)+J(lg—0+a)+UH)(£—i(1%—0+a)+ut_1)+$(1%—0+a)+ut_1)2)§t

20t a o

(2.19).

Vienadojumu (2.19) var parveidot par vienadojumu (2.10), izmantojot regresijas
(2.19) parametru inverso funkciju. ST vienadojuma (2.19) vértibas iesp&jams noteikt
skaitliski, pieméram, ar Matlab vai Mathematica. Protams, lai izmantotu $o modeli
praksg, ir loti svarigi salidzinat dazadu klaSu modelus, kas ir pieméroti empiriskiem
datiem. Tas var pieskirt Sai metodei lietisku pievienoto vertibu.

Stradajot ar kopulam, nedrikst ignorét dazus faktus. Piem&ram, nav viegli
noteikt, kura parametru kopula vislabak atbildis noteiktajai datu kopai, jo dazas kopulas
labaku atbilstibu uzrada netalu no sadalijuma centra, citas — pie sadalfjjuma “astém”, un
daudzam kopulam nav tadu momentu, kas biitu tiesi saistiti ar Pirsona korelaciju: tas ir

griiti salidzinamas ar finansu modeliem, kas balstas uz korelaciju.
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3. ARCH(p,q) MODELIS AR AUTOKORELETAJIEM
ATLIKUMIEM UN OPCIJU PARCENOSANAS
VIENADOJUMS

Pedgjos gados daudzi raksti veltiti finanSu aktivu ienesiguma autokorelacijas un
tas prognozg€jamibas jautajumiem. Savos darbos Lo un Makkinlijs [57], Jokuvolli [58],
Stolls un Volijs [59] ir analiz€usi istermina akciju indeksu ienesigumu. Vini
noskaidrojusi, ka pozitiva autokorelacija indeksu ienesigumos paradas galvenokart
tadel, ka indeksa vértibas aprékinos tiek izmantota novecojusa informacija par akciju
cenam. Tas notiek gadijumos, kad indeksa ieklauto akciju skaitam pievieno vajas
kapitalizacijas uzpémumu akcijas, tirdznieciba ar kuram notiek retak neka ar lielo
uznémumu akcijam. Rezultata indeksa vertiba neatspogulo patieso akciju portfela tirgus
vertibu, jo ta aprékinata, balstoties uz p&dgjo notikuso akciju tirdzniecibas darfjumu
cenam. Lai modelétu $adus procesus, ekonometristi aktivi attista modelus ar nosacito
heterokedastitati. Savukart, kad modeli ieklauj nenovérojamos sisteémas stavokla
mainigos, piem&ram, nosacito svarstigumu, ir loti griiti ieght ticamibas funkciju
nelinearu stohastisko vienadojumu sist€mai, kas tiek noverota diskrétos laika intervalos.
Jaatzimg, ka viens no pirmajiem, kas dalgji atrisinaja $o problému, bija Nelsons [34].
Vin§ izstradaja nosacijumus, kuriem izpildoties, GARCH stohastisko diferencu
vienadojumu sistémas, péc sadalijuma, konvergé uz Ito procesiem, diskréto laika
intervalu garumam tiecoties uz nulli. Sis risinajums tika iegits modeliem bez
ienesigumu sérijveida korelacijam. Lidz ar to autokorelacijas klatbuitne finanSu aktiva
pastavéSanas laika var biitiski ietekmét aktiva cenu, ka arT §1 finanSu aktiva atvasinata
finanSu instrumenta veértibu. Ka zinams, nekorekti novértéti atvasinatie finansu

instrumenti var izraisit milzigu finanSu institiiciju maksatnespgjas vilni.

3.1. FinanSu aktivu ienesiguma autokorelacijas problema

Mezins [60] atklaja sakaribu starp finanSu aktiva cenas svarstigumu, finansu
aktiva ienesiguma svarstigumu un finanSu aktiva ienesiguma autokorelacijas
koeficientu. Vina iegitais analitiskais atrisinajums reducgjas uz labi zinamas Bleka—
Soulza opciju liguma cenas noteik3anas formulas specialu gadfjumu autokorelgtiem
finan$u aktivu ienesigumiem. Mezina raksta konstruéts ietvars log-normali sadalitai
finanSu aktivu cenai S ar sérijveida korelétiem ienesigumiem, ka rezultata izstradats
analitiskais opciju liguma cenas noteikSanas modelis, kas lauj ieglit precizu risinajumu

§1 finanSu aktiva atvasinato finanSu instrumentu liguma veértibas noteikSanai. Ietvars

113



konstrugts normali sadalitam gadijuma procesam X, kam InS = X un kura autokorel&tie

pieaugumi ¢ ir ar svarstigumu O “un autokorelacijas koeficientu p. Abu parametru
novertéjumi iegistami no vésturiskajiem datiem. Atsakoties no heiristiskas pieejas, ir
iesp&jams izmantot robezteorémas, ko piedavaja Carkovs [52], un iegiit stohastiska
diferencialvienadojuma aproksimaciju nepartrauktam laikam, kas izteikta ka difuziju

aproksimacija.

3.2. Stohastiskas aproksimacijas iegiiSana vienadojumam ar sérijveida
autokorelacijam akciju ienesigumos

Dinamisko sist€ému, ar mazo gadijuma perturbaciju, asimptotiskas analizes
problémas ir iztirzatas vairakas matematiskas un tehniskas publikacijas. Acimredzot
A.V. Skorokhods bija pirmais matematikis, kur§ pieradija, ka varbitibu teorijas
robezteoremu var veiksmigi pielietot gadijuma dinamisko sistému atrisinajumu
sadalijuma aproksimacijai uz stohastisko diferencialvienadojumu atrisindjumiem
jebkura noteikta laika intervala (skat. [62], [63]). legiitais rezultats uzreiz guva plasu
pielietojumu tehniskajos un ekonomiskajos rakstos (skat. [64], [65], [66]). Jaatzimé, ka,
neskatoties uz faktu, ka iegiitais rezultats bija paredzéts vienadojumu analizei noteikta
laika intervala, tomér nosacito vid€jo vertibu un difiizijas aproksimacijas procediira bija
izmantota art daudzas praktiska pielietojuma situacijas iesp&jamo stacionaro risinajumu
asimptotiskas stabilitates analizei, t.i., diferencialvienadojumu risinasanai, kad t — oo.
Lai pieraditu §1s pieejas izmantoSanas pamatotibu dinamisko sistému ar nepartrauktajam
trajektorijam gadijuma, pétniekam bija japielieto ne tikai robeZteorémas specialais
gadijums (skat. pieméru [67]), bet arT otras Lapunova metodes stohastiska versija, kas
izstradata Ito stohastiskajiem diferencialvienadojumiem [19]. Bet liclaka dala
ekonometrijas dinamisko sistemu ([65], [68]) pieprasa minéto ,,gludo” modelu
paplasinasanu, lai fazes kustiba biitu ar partraukuma “lécienu”. Dazu pétijumu , kas $o
problému risinaja vaja forma, rezultata bija iegtti [69] priek§ dinamiskajam sistémam ar
laika stavoklu Markova parslégumiem. S probléma ir loti biitiska misdienu finansu
ekonometriskai ARCH tipa stacionaro, atkartoto procediru analizei (skat., piem&ram,
[34] un [68]).

Turpmak aprakstits viens no panémieniem, ka asimptotiskas metodes izmantojamas
realaja dzivé — parcenojot opcijas un ar tam saistitos finanSu risku jutiguma parametrus

(merus).

Vienkarsakais matematiskais modelis, kas apraksta akciju cenas S izmainas un
ieklauj piepémumu par s€rijveida autokorelacijam akcijas ienesigumos, Vvienlaikus
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izpildoties parasti izmantojamam nosacijumam par riska neitralo varbiitibas méru P, ir

pierakstams $ada forma:
St =3, (1+52ﬂ+50yt+1), (3.1)

kur y, ir Gausa gadijuma virkne ar vid&jo veértibu nulle un svarstigumu viens, u -
parametrs  (procesa pirmais moments), &-mazs parametrs aproksimacijas
nepiecieSamibai, ¢ — otrais moments.

Ja piepemam, ka gadijuma nov&rojumi ir neatkarigi, tad varam rakstit, ka y, Ir

AR(1) process (Markova process):

Yo = A Vl_p2 t+l (3.2)

kur &, EE, = 0,EEZ = 1 ir neatkarigas un vienadi sadalitas Gausa virknes.
Lai izmantotu Carkova [52] iegiitos rezultatus, apzimésim x; =S; un

parrakstisim vienadojumu (3.1) $ada forma:
2
X =X+ Y X + & [ (3.3)

ka rezultata izriet, ka maziem € vienadojumu (3.3) var aproksimét ar vektoru
sadalijumu  {X(t,),X(t;1), ..., X(t,)}, ko nosaka ar sekojosa Ito stohastiska

diferencialvienadojuma atrisinajuma palidzibu (skat. 4.pielikumu):

dX(s) =a(X(s))ds+o(X(s))da(s) (3.4)

Atrisinot (3.4), ieglisim stohastiska diferenc¢u vienadojuma (3.3) nepartraukta
laika aproksimaciju difuzijas procesa forma, kas apmierina It0 stohastisko

diferencialvienadojumu:

dS(t) = S(t)(u + o’k)dt + S(t)V1+ 2k odw(t) (3.5)

K= y C : =P
2, Orr{Yy,ms Yo T,
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Veicot ievietoSanu, ieglistam gala vienadojumu:

dS(t) = S(t)(u + o 1L)dt +50). 2L odar(t)
-p

1-p (3.6)

3.3. Opciju parcenosanas vienadojums

Eiropas tipa “call” (tiesibas pirkt akcijas) opciju liguma cenas noteikSana
akcijam ar autokorelétiem ienesigumiem un tirgus riska jutiguma parametru
modifikaciju var veikt, balstoties uz iepriekSmin€t0 pétljumu rezultata iegiitajiem
datiem.

Tagad izveidosim formulu Eiropas tipa “call” opciju liguma cenas noteikSanai
gadijuma, ja akcijas cenas process S(t) apmierina stohastisko diferencialvienadojumu
(3.6). Eiropas tipa “call” opciju Iigumam robeznosacijumi ir C(S(T),T) = max(S(t) —

K;0) un €(0,t) = 0. Izmantojot standartpanémienus, ieglistam:

C(S(t).) = SON(dy) ~ Kexp(~(+ a*k)(T ~))N(d,) (3.7)
kur
log(S(t)/ K) + (u+ o’k +%02(1+ 2K))(T —t)
n o 20T D
un

d, =d, — o[+ 2K)(T —1)

kur N() ir standartnormala sadalijuma kumulativa funkcija, K-izpildes cena, T —opcijas

izpildes laiks, u, o2-parametri.
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40,00 5

3500 +
30.00 +
Corr=0

25,00 +
- = Corr=-0.50

20.00 +
§ it - — Corr=-02%

15.00 +
— - =Corr=0.25

1000 +
- == =-Cor=050

5.00 +

0.00
500 £

S(t)

3.28. att. Call opciju Iiguma vértiba dazadiem korelacijas koeficientiem.

3.4. Opciju riska jutiguma méru (Option Greeks) parrekins

Tagad ir iesp&jams iegut formulas, lai aprékinatu call opciju liguma cenas
jutigumu attieciba pret izmainam pamatparametros. Eksisté daudzi riska méri, kurus
biezi apzimé ar grieku alfabéta burtiem, bet, lai ilustrétu autokorelacijas problému,
apskatisim visbiezak izmantotos — Delta, Vega, Ro un Gamma.

Sie raditaji ir loti svarigi finansu risku vadibai. Katrs raditajs ir opciju portfela
vertibas izmainu jutiguma mérs pret noteiktu finansu tirgus faktoru. Tadgjadi portfeli
var rebalansét attieciba pret noteiktu riska komponenti (procentu likme, valtitu kurss,
akciju cena u.c.), lai iegiitu noteiktu atklato poziciju attieciba pret defingto risku. Sie
raditaji ir viegli aprékinami, balstoties uz Bleka—Soulza formulu — 1idz ar to tie ir loti
svarigi atvasinato finan$u instrumentu tirgotajiem, ipasi tiem, kuri v€las ierobezot
portfela cenu risku pret pék$pam finansu tirgus izmainam. Parsvara lieto risku
ierobezoSanas raditajus, kas méra jutigumu pret pamataktiva cenas izmainam, ka ari
atvasinato finanSu instrumentu laiku 11dz termina beigam un svarstigumu. Riska raditaji,
pret pasiem Delta, Vega un Gamma, nav seviski izplatiti. Turklat portfelu menedzeri
1pasi nenem Vvera opcijas cenu jutigumu pret bezriska procentu likmju izmainam, jo Sis
risks nav butisks. Visi izmantojamie Greeks raditaji ir pirmas (Delta, Vega un Ro) un

otras kartas atvasinajumi no opcijas cenas.

Delta, A, ir Eiropas tipa opciju liguma cenas C pirmas kartas atvasinajums péc

pamataktiva cenas S un ir opcijas cenas izmainu mers pret pamataktiva izmainam:
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A0 =55 =N(@)

1.20

1.00

0.80 Corr=0

= ==-=Comr=-050

0.60
% — — Corr=-0.25
(=]

e — - —Com=025

0,20 - ---Com=0.50

0.00

-0.20
s(t)

3.29. att. Call opciju liguma Delta parametra vértiba dazadiem korelacijas
koeficientiem.

Vega, v, méra jutigumu pret aktiva cenas svarstibam. Vega ir opcijas cenas

pirmas kartas atvasinajums p&c pamataktiva svarstibam:

ac
v(S(0),£) = 5= = S(ON(dy)y (1 + 2k)(T — 1)

160.00

140.00

120.00

Corr=0
100,00
- - - -Cor=-0.50
80.00
. — — Corr=-025
@
2 5000
— - =Corr=025
40.00
=== =Corr=050

S(t)

3.30. att. Call opciju liguma Vega parametra vértiba dazadiem korelacijas

koeficientiem.

Rho (Ro), P, méra jutigumu pret izmantotas procentu likmes (parsvara bezriska

likmes) izmaipam. Ro ir atvasinagjums no opcijas cenas péc procentu likmes. Iznemot

118



loti retus gadijumus, opcijas vértiba ir vaji atkariga no procentu likmju izmainam.

Tadgjadi Sis raditajs ir vismazak izmantojamais investiciju portfela riska vadibai.
d

C
P(5(t),t) = o = K(T — t) exp(—(u + 02k)(T — £)) N(d,)

50.00

50.00 T

4000 + Carr=0

- === Cor=-050
30.00 1

— — Corr=-025

Rho

20008 — - —Corr=025

10,00 + - - - -Zorr=050

0.00

-10.00

S(t)

3.31. att. Call opciju liguma Rho parametra vértiba dazadiem korelacijas koeficientiem.

Gamma, I', méra Delta parametra izmainu atrumu atkariba no pamataktiva cenas

izmainam:
rsn-2-__ N@)
3S  S(t)o/(L+2K)(T —t)

045

0.40

0.35

Kk Corr=0

0.25 - --=-Corr=-050
E 0.20 — — Corr=-025
]
o 0.15 — - =Corr=0.25

0.10 - =-=-Corr=0.50

s

3.32. att. Call opciju liguma Gamma parametra vértiba dazadiem korelacijas

koeficientiem.
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Ka redzam 3.28. - 3.32. att€la, opciju Iiguma cenas jutigumu bitiski ietekme
pamataktiva ienesiguma autokorelacija. Ja autokorelacija pastav, tad, atkariba no tas
zimes, opciju liguma pardevejs var parvertét vai pietickami nenovertét tirgus risku, ka
rezultata var rasties neparedzami zaud&umi, vai pat iestaties finans$u institlicijas

maksatnespéja.

3.5. GARCH(p,q) modelis un ta stacionaritate

Ped€jos gados zinatniskaja literatiira finanSu laikrindas aprakstitas ar

endogéniem mainigajiem Xt(s),kZZLZ,...,N, cksogéniem mainigajiem Y,

. un

atlikumiem U, , kas tiek uzraditi ar formulam [44] :

Y, = b0 +iath—m +ii bmsxt(—sgn +U,, U, = iclut—l +§t’
m=1 1=1

m=1s=1

kur & ir {&,teZ} kludu laikrinda ar sekojoSo nosacito vidgjo vertibu un nosacito

dispersiju :

E{&/E &, 3=0, E{E¥&. &, . }=07 (38)

Misdienu prognozeSanas teorija visizplatitakais laikrindu modelis nosacitai

dispersijai ir GARCH(p,q) process, kuru var pierakstit forma [44]:
2 . 2 . 2 2
o, =6, +Z¢k6t—k +ng0t—kgt—k' (3.9
k=1 kL

kur ¢ :=¢& /o, un {¢,,,t € Z} ir ,,balta trokspa” tipa laikrinda.

Mingtie procesi ir definéti laika momentiem teZ ar q+1, koeficientiem
{6,>0,6,>20,k=1...,q}, p koeficientiem {p >0,k =12,..., p}, vidgjo b,, nN+1
linearas regresijas koeficientiem, nosacito dispersiju O't2 un gadfjuma mainigd &,

sadalijumam. Ka tika pieradits Bollerslev (1986) [15], pie pienémuma

p q
z ot z 0, <1, ja eksisté ar vienadibu (3.9) uzdota stacionara laikrinda {52t € Z},

k=1 k=1
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tad novirzes x :=5?—o? matematiska ceriba jebkurai citai laikrindai {Gtz,t e Z}, kas

arT apmierina (3.9), konvergéjama uz 0 péc varbutibas, kad t —>oc. Ari $aja darba

p q
pienemts, ka nosacijums Z o+ Z 6, <1 izpildas.

k=1 k=1

Lielakaja dala statistisko  programpakeSu iepriekSmin€tie = parametri
vienadojumiem (3.8) un (3.9) novértéti, izmantojot mazako kvadratu metodi dotajai
izlasei. Jaatzimé, ka $T metode balstitas uz loti sarezgitas daudzargumentu funkcijas
minimuma atraSanas. Diemzgl Sai funkcijai, ka likums, ir salidzino$i daudz lokalo
minimumu, un tapéc minimizacijas iteraciju procedira ne vienmér sniedz vajadzigo
rezultatu. Tas nozimé@, ka ar dota algoritma palidzibu atrastie modela parametri, var
neatbilst reala modela parametriem. Var pat gadities, ka programpaketes izvE€l&tas
parametru sakuma v&rtibas pemtas talu no minimuma punkta, un programpakete
izsniedz pazinojumu, ka pétnieckam paSam jaizv€las prasita sakuma veértiba. Vél vairak,
var gadities, ka mazako kvadratu metode vispar nav izmantojama (3.9) veida modeliem,

jo §1s metodes lietoSanai, pirmkart, nepiecieSama laikrindas {c?} stacionaritate un,

e il ) ) 4 _
otrkart, jaeksisteé kludas ceturtajam momentam, t.i., Egtt <00, Ja ta nav, tad,

neskatoties uz programpaketes izdoto dispersijas novértéjuma skaitlisko rezultatu, var
izradities, ka dispersija ir bezgaliga un iegitais rezultats nav izmantojams. Ka
pieradijusi pétijumi, (3.9) tipa modeli ir loti jutigi pat attieciba uz mazam parametru
izmainam. Paradisim to ar MATLAB Simulink programpaketes palidzibu, uzkonstrugjot
GARCH (2,2) modeli:

sqrt Constantt

=
S

Froduct
Random
Mumber

Unit Delay

T
M ath afalab]
Functicon

Constantz2

Unit Dalayz

3.33. att. GARCH (2,2) modela blokshéma Simulink vidg.
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Saglabajot min&to 1pasibu, tika imitétas 2 situacijas pietickami lieliem t (1000

soliem).

3.34. attels. GARCH (2,2) rezultatu grafiki.

Tadejadi tika iegiti divi, butiba atSkirigi, kliidas otro momentu atteélojumi (skat.
3.34.attelu). Pirmaja grafika skaidri redzams, ka process konvergg, tacu otraja —
izkliedes mainiba ir liela. Ja notiek prognozesana, balstoties uz aprékinatajiem GARCH
modela koeficientiem, tad otraja gadijuma iegilita prognoze nav stabila un praktiski nav
pielietojama .

Stacionaras laikrindas eksistences problému, prognozes kliidas ceturta momenta
eksistences probléma un minimuma mekléSanas ar mazako kvadratu metodi iteraciju
procediiras konvergences probléma risinama tikai ar (3.9) modela otra momenta

uzvedibas detalizetas analizes palidzibu, t.i., ar virknu Eg;® dinamikas analizi.

Tapéc rodas jautajums par GARCH modela stacionaritates stabilitati.

3.6. Stacionara atrisinajuma sadalijjuma funkcijas parbaude un konvergences
atruma aprekins fiksetam parametru vértibam

Nakamais solis, kas ieklaujams u promocijas darba, ir vienadojuma (3.4)
atrisingjuma un attiecigi ieglita vienadojuma (3.5) stabilitates parbaude. Ja nav
iesp&jams iegiit stacionaro vienadojuma (3.5) atrisindjumu un paradit, ka tas nav
atkarigs no korelacijas koeficienta vertibas, tad iegttas formulas Eiropas tipa call opciju
liguma cenas un riska méru (Greeks) aprékina atrisinajums nav stabils, bet ir lokals un
nav izmantojams risku vadibai.

Apskatisim stohastisko diferencialvienadojumu, kas 1idzigs vienadojumam (3.5):

dx(t) = y(p) —a(p)xdt + o (p)xdw(t) (3.10)
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%(t) — stacionars.

No Nelsona [34] pétijuma ir zinams, ka stacionara vienadojuma atrisinajuma
X(t) sadalijums ir inversais Gamma sadalfjums. Ja nepiecieSams noskaidrot atrumu, ar
kadu notiek konvergence uz vienadojuma (3.10) atrisinajumu, nemot véra sakuma

nosactjumu X(0) =X tad vienadojums ir parrakstams diferendu forma:

2(t) = x(t) = R(t) 2(0) = x— X(0)
dz(t) = a(p)z(t)dt + o(p) z(t)dw(t)

Ef 2(t) | =E{ 2(0) P je="

Ej20)F )= [ p)(x -2z,

kur p(z) ir Gamma sadalijums.

Un, ja 4,(p) =2a(p) + o’ (p) <0, tad otras kartas moments ir supermartingals:

c(g)::P{sup | z(t) |*> g} <

T<t

le{sumz(t) |2}st{|z(T)|2}=
& &

T<t

~2E{ 20 e

Viegli ir ieglit novérté§jumu otras kartas momentam E{Z(O) |2} ar zinamu

Gamma sadalijumu, kas atkarigs no p. Un, ja izpildas sekojosa nevienadiba:

T<t

P{sup | z(t) < g} >1-6

tad konvergence notiek péc laika

In(Se) - In4(E{| 2(0) [’})
T.(p) =
A,(p) _ (3.11)
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Formula (3.11) apraksta laiku lidz konvergencei uz stacionaro atrisinajumu X(t) .
Lidz ar to, izmantojot (3.11), kas atkarigs no p, ir iespgjams atrast laiku lidz

konvergencei, ka ari, sakot ar konvergences bridi, stacionaram atrisinajumam ir jabut

sadalitam péc Gamma sadalijuma.

SUM[sigma_t

E[Sigma_t"F]

3.35. att. Eg2 un o?procesa imitacija Matlab Simulink vide.

Lai Tstenotu stacionara atrisinagjuma stabilitates p&tiSanu atkariba no korelacijas
koeficienta veértibam un to atbilstibu parbaudes Gamma sadalijjumam, Matlab Simulink
vidé veikta teorgtiska vienadojuma (3.5) imitacija. Tika izveidotas virknes no 5000
noverojumiem, lai aprékinatu un turpmak salidzinatu teorétiskos un empiriskos
momentus, lai parbauditu Kolmogorova testu uz Gamma sadalijumu, ka ari noteiktu

vienadojuma (3.5) konvergences laiku.
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Empirisko un teorétisko momentu salidzinasana 3.1. tabula

Empiriskais o
Raditaji Pedajas 100 | Teorétiskais ¢’
5000 imitacijas
imitacijas
Vidgjais 1.00493 0.99748 1.00010
Dispersija 0.00570 0.00459 0.00513

Rezultata, ka redzams 3.1.tabula, butisku atSkiribu no Gamma sadalijuma
dazadas kartas momentiem nav.

Saja gadijuma fikséti vienadojuma (3.10) un Gamma sadalfjuma parametri.
Talak tika veiktas imitacijas, mainot p vértibas no 0 lidz 1, ka rezultata ieguti dazadi
laiki Iidz konvergencei (skat.4.pielikumu).

Nemot véra Nelsona [34] secinajumus, ka stacionarajiem atrisinajumiem jabut
sadalitiem p&c inversa Gamma sadalijuma, tika veikts Kolmogorova tests, lai parbauditu
hipotézi par Gamma sadalijumu. Musuprat, Sie testi ir empiriskais pieradijums (3.11).

Lielakaja dala gadijumu hipotéze par Gamma sadalijumu netika noraidita.

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
- nr w-— i B i —
0 SO00 10000 15000 20000 25000

laiks lidz konvergencei

—— konvergence uz Gamma sadalijumu ar p = 0,5
—— konvergence uz Gamma sadalijumu ar p = 0.9

3.36. att. Laiks Iidz konvergencei uz Gamma sadalijumu dazadiem korelacijas

koeficientiem.

Ka redzams 3.36.attela, pie korelacijas koeficienta vertibas 0,5 | z(t) |2 konverge
uz stacionaro atrisinagjumu ar iepriekSdefinétu precizitati & <021 atrak neka pie
korelacijas koeficienta vértibas 0,9. Ta¢u konvergence tika sasniegta visam p vertibam.

Tas nozimé, ka vienadojumu (3.10) var izmantot, lai noveértétu cenu finansu aktivam ar

autokorel€tiem ienesigumiem un noteiktu atbilstoSo riska méru vertibu.
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3.7. Secinajumi

Darba ir izstradats nepartraukta laika diftizijas modelis akciju ienesigumam ar
sérijveida korelaciju. Péc tam iegiita formula Eiropas tipa call opciju liguma cenas
noteikSanai gadijumam, kad opciju ligums ir izrakstits akcijai ar autokorel&tu
ienesigumu, un paradits, ka pat nelielas s€rijveida korelacijas iznakuma pastavosa
paredzamiba var radit bitiskas novirzes no Bleka-Soulza formulas rezultatiem. Talak
tika izveidotas formulas Eiropas tipa call opcijas cenas jutiguma mériem un paradits, ka
finansu risku vadiba plasi izmantotie opciju ligumu hedz&Sanas parametri ir atkarigi no
pienémumiem par pamatinstrumenta ienesigumu korelaciju. ST pieeja izmantojama arT
diskréta laika diferencu vienadojumu sisttmam gadijumos, kad svarstigums ir

stohastisks vai to modele ar GARCH procesu.
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4. AUTOKORELACIJAS IZMANTOSANA OPCIJAS
CENAS NOTEIKSANAI

2013. gada notika diskusijas par opciju ligumu ar loti mazam izpildes iesp&jam
(deep out of the money) [46]. Dazi eksperti uzskatija, ka dazadu aktivu cenas
apdro$inasanas pardoSana (opciju ligumu pardosana) un loterijas bileSu pardoSana
nodroSina pozitivu ilgtermina atdevi dazados investiciju sektoros. Finansu tirgl ir
pazistamas daudz un dazadas strat€gijas, kas apraksta apdroS$inaSanu un loterijas.
Galvenais jautajums ir, vai investori var uzlabot savus ilgtermina iepémumus, pérkot vai
pardodot apdrosSinasanu un loterijas, respektivi, veicot finanSu investicijas, kuram ir
apdro$inasanas vai loterijas raksturs. Atbilde ir atkariga no tirgus cenu asimetrijas vai
no ta, kada veida investori noverté cenu asimetriju attieciba pret vidgjo vertibu. Ja
lielaka dala investoru sagaida pozitivu asimetrijas koeficientu, tad investicijas ar
pozitivi asimetrisku pelpu tiecas uz augstaku cenu un nodroSina zemus ilgtermina
ienakumus. Cenu svarstibas gan kreisaja “ast€” (apdrosinasana), gan labaja “aste”
(loterijas biletes) paaugstina ilgtermina ienakumus. Turprett uz opciju ligumiem
balstitas mazvarbiitigo risku apdroSinaSanas pret finanSu katastrofam pirkSana un
loterijas tipa investiciju, ar augstu svarstigumu, uzturéSana noved pie zemiem ilgtermina
ienakumiem. Ka redzams 2.6. att€la, svarstibu novért§jums, kas visvairak ietekmé
opciju Iigumu cenu, ir parvertéts, salidzinot ar realajam svarstibam, tad€jadi paveras
iesp&ja gut iep@mumus, pardodot ilgtermina opciju ligumus. Tomér §is rezultats nav
iepriek$ paredzams. lesp&jams, ka salidzinajuma ar kaut kadu noteiktu vid€jo pelnu,
investori var dot prieksroku vienreiz&jiem, lieliem zaud&umiem, nevis pastavigiem,

nelieliem zaud&jumiem, radot priek$noteikumus negativai asimetrijai.

No otras puses Talebs [47] vér§ uzmanibu uz to, ka lieclos zaudéjumos netiek
nemti veéra nelinearie efekti un klidu asimetrija (novirzes no modela rezultatiem
negativa virziena nodara lielaku zaud&jumu, neka novirzes pozitiva virziena — guvumu).
Izmainas, pievienojot nelinearos efektus mazvarbutigiem notikumiem, ir butiskakas,
neka rezultatu apgriesana.

Ja v@sturiskie rezultati uzrada negativu asimetriju (1.5. attéls), tad lielaka dala
trikstoSo noverojumu ir kreisaja sadalijuma “aste”, izraisot vid€jas vertibas parak
augstu novertéjumu. Jo asimetriskaks ir pelpas sadalijums un jo smagaka kreisa “aste”,
jo lielakas ir atSkiribas starp noveroto un patieso vid€jo vertibu.

Ilmanens [46] ir apskatijis visuS argumentus, kas veicina apdroSinasanas pret
mazvarblitigiem notikumiem iegadi. Ilmanens raksta, ka apstridésana lauj noliegt

galvenos argumentus, kas postulé mazo varbiitibu parak augsto noveért€§jumu finanses.
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Izradas, ka nav neviena pétijuma, kas parliecino$i demonstrétu mazo varbiitibu parak
augsto novertejumu finanses vai ekonomika.

Lai varétu apgalvot, ka 1987. gada krizes opciju ligumu pardosana ir drosa, biitu
nepiecieSami noveérojumu rezultati 2000 gadus ilgam periodam, kura laika neparaditos
sada veida krizes. Pat tie opciju Iigumi, kas ir tuvak vidgjai vertibai un lidz ar to biezak
tiek tirgoti, piedava parak lielu pelnu, lai varétu tos drosi aprakstit ar dazu gadu desmitu
garuma iegutiem datiem. Piem&ram, opciju ligums ar 12 standartnovirzu svarstigumu
atbilst 5000 dienu erozijai. Cita nesakritiba ir attiecinama uz ienémumu trajektorijam,
kas veido iepémumu asimetriju. Kad svarstiguma noveértgjums CcCetrkarsojas,
15 standartnovirzu opciju ligums klist par 4 standartnovirzu ligumu un ta vértiba
palielinas 3300 reizu. Svarstiguma novért€§jums (ka paradits dazados svarstiguma
noveértéjuma indeksos, pieméram, Cikagas birzas opciju ligumu svarstibu indeksa jeb
VIX) ir CetrkarSojies vismaz 6 reizes p&dgja ceturtdalgadsimta laika. Citiem vardiem
sakot, opciju ligumi, kas ir izteikti nelineari attieciba pret tirgus svarstibam, ir loti ripigi
izveért€jami pirms to pardoSanas.

Talak velamies ieteikt veidu [46,47], ka analizét opciju ligumu pelpu un riskus,
balstoties uz mazvarbitigo apgabalu nelinearitati (GARCH modelis) un izmantojot
Tesla Motors Inc. akciju cenu dinamiku. Galvena ideja ir izmantot autokorelacijas
efektu stohastiskaja diferencu vienadojuma (kas izteikts caur diftizijas aproksimaciju ar
stohastiskam svarstibam, kas aprakstitas GARCH(1,1) forma) nepartraukta laika

tuvinajuma (1.1.attela sarkanais taisnstiiris).
4.1. Tesla Motors Inc opciju parcenosana péc Markova modela

Ka jau minéts 3.2. sadala, matematiskais modelis, kas apraksta akciju cenas S
izmainas un ieklauj pienémumu par s€rijveida autokorelacijam akcijas ienesiguma,

izsakams $ada forma:
dS(t) = SM)(u + 0% —L)dt + SO). [ Loda(t)
1=p 1=p (4.1)

Vienadojuma (4.1) svarstiguma koeficients ¢ ir konstants. Finansu tirgus datu
svarstibas loti biezi mainas, un nofiksét ¢ koeficientu nebttu pareizi. Tadg€jadi, opciju
cenas precizakai kalkulacijai ir nepiecieSams minéto koeficientu mainit laika. Lai to
istenotu, pielietosim GARCH(1,1) procesu un turpmak opcijas parcenosanai izmantosim
svarstibas, kas ieglitas Montekarlo imitacijas rezultata. Turklat, uzbiivgjot svarstiguma
trajektorijas histogrammu un izv€loties modu raksturigajam svarstiguma raditajam, ir

ieglistama precizaka sagaidamo opcijas cena viena gada periodam.
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4.37. att.Tesla Motors Inc akciju vésturiskais ienesigums no 2010. gada 17. septembra
lidz 2013.gada 26.janijam.

4.2.Tesla Motors Inc akciju ienesiguma svarstiguma imitacijas, izmantojot
Montekarlo metodi

Lai, izmantojot (4.1) vienadojumu, parvértétu opciju ligumu cenu, Iir
nepiecieSams atrast svarstiguma veértibu, ar kuru aizstat noveért€to (sagaidamo)
svarstiguma vertibu, ko lieto finanSu tirg. Masu merkis ir atrast svarstibas 1 gadu
ilgam laika posmam. Vadoties no standarta ekonometriskas pieejas laikrindu analizei
(ACF, PACF analize un modela klidu tests), iesakam izmantot Tesla Motors Inc.

akciju veértibas svarstiguma imitaciju GARCH(1,1) modeli.
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4.38. att. AR(1) modela atlikumu un atlikumu kvadrata autokorelacijas (ACF).

Ka zinams no [47,49], GARCH(1,1) stohastiskas diflizijas aproksimacija ir

aprakstama $ada forma:

do? = (w + (a%k — 0)cfdt + a1 + 2k c2dW(t) (4.2)
N P
k= E Corr Y (=
mer] {yHm yt} 1_p
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Monte Carlo simulation for Garch(1,1) wath cormrelation 0.9
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4.39. att. Svarstiguma trajektorijas (1000 trajektorijas) imitacijas viena gada periodam.

Parametri o = 0,14011,0 = 0,53541, w = 0,0004499 tika ieguti ar Matlab
vienkars§am GARCH(1,1) svarstiguma diferences vienadojumam (skat. 5.pielikumu).
Zinot parametrus un pienemot, ka korelacijas parametrs vienadojuma (4.2) k = 9 (t.i.,
korelacijas koeficients ir 0,9), vienadojumu (4.2) var parrakstit diskréta forma un veikt
Montekarlo imitacijas (1000 trajektorijas, laika periods — 1gads) Matlab
programpaketg, izmantojot vienkarsu kodu (rezultati paraditi 4.39. attéla). Svarstiguma
process 4.39. attela ir dilstoSs. Tas dod pamatu nemt véra zemaku svarstiguma veértibu
neka tirgii noverteto attiecigaja laika momenta.

Garch Volatility with correfation 09
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4.40. att. Genergto trajektoriju pedgjo vertibu sadalijuma histogramma.

Ka redzams 4.40. attéla, sagaidama svarstiguma izkliede ir ar pozitivu asimetriju
(asimetriska pa labi) un iesp&jamo vértibu 25% apgabala. Tesla Motors Inc. Eiropas tipa
call opcijas cenas aprékinam var izvéléties par 10 procentu punktiem lielaku prémiju,

lai izveidotu nelielu rezervi neparedz&tiem gadijumiem.
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4.3. Tesla Motors Inc akciju opciju parcenojums

Tagad ir iesp&jams iegit izteiksmes Eiropas tipa call opciju Iigumu piedavajuma
cenas aprékinam, nemot vera, ka cenas dinamiku S(t) apraksta diferencialvienadojums
(4.1). Robeznosacijumi Eiropas opciju ligumu piedavajumam ir doti forma
C(S(T), T) = max(S(t) — K; 0) un C(0,t) = 0, kur K ir opcijas liguma izpildes cena un
T ir laiks 11dz iesp&ju liguma termina beigam. Izmantojot labi zinamu tehniku, iegistam

$adu rezultatu:
C(S(t),t) = S(N(d,) - K exp(—(u+ o k)(T —t))N(d,) (4.3)

log(S(t)/ K)+ (+ o2k +%02(1+ 2K))(T —t)

% oL+ 2K)(T —t)

kur

d, =d, —o/(L+2K)(T —t)

un N() ir standarta normala sadalijuma kumulativa funkcija.

Tagad vienadojuma (4.3) ievietojot divus svarstiguma novertéjumus, kas iegtti
ar Montekarlo metodi, izmantojot 35% amortizaciju un tirgus svarstigumu, ka arT citus
parametrus — gada procentu likmi (1% gada), opcijas izpildes cenu 380 USD un izpildes
terminu 1 gads, iegistam jaunu Teslu Motors Inc. akciju ar out of the money Eiropas

tipa call opciju ligumu cenas novertgjumu.

Tesla Motors, Inc. akciju opcijas parcenojums 4.1. tabula
Opcijas cena Bleka—Soulza formula Piedavata pieeja
Opcijas termins 1 gads 1 gads
Izpildes cena 380 USD 380 USD
Svarstigums S571% 35%
Gada % likme 1% 1%
Cena 5,22 USD 1,36 USD; ja p =0,2
102,5 USD; ja p =0,9

Dati 4.1.tabula var palidz&t piepemt 1émumu vertspapiru portfela parvaldniekam,
riska analitikim vai jebkurai citai personai, kas piedalas opciju ligumu pardosana. Ka
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redzams tabula, opciju ligumu cenas jaunais novért§jums, ar mazu autokorelacijas
koeficientu Tesla Motors Inc akcijam, ir zemaks neka finan$u tirgi piedavatais. Sis
rezultats nav speka, ja tiek izmantota liela autokorelacijas koeficienta vértiba. Maza
autokorelacijas koeficienta gadijuma vienadojums (4.6) ar GARCH(1,1) procesa
svarstibu novert€jumu iesaka pardot Tesla Motors Inc Eiropas tipa call ligumu, jo ta

cena finanSu tirga ir novertéta parak augstu.

4.4. Secinajumi

Esam ieguvusi Tesla Motors Inc Eiropas tipa call opciju liguma cenas
novértéjumu, pemot véra pelpas un svarstiguma autokorelacijas koeficientu. Sie
rezultati liecina, ka, pat ar sliktam prognozeSanas iesp&jam, izmantojot autokorelacijas
koeficientu, iegutie rezultati ir butiski atSkirigi no Bleka—Soulza formulas. Tatad,
Eiropas tipa call opciju ligumu pardosana var€tu bt ienesiga, pareizi noveértgjot pelnas
un svarstiguma autokorelacijas koeficientu, ka ir paradits Tesla Motors Inc gadijuma
(llmannena [46] hipotézi noraidit nevar). Tadg&jadi ir praktiski demonstréts opciju cenas
aprekinasana ieklautais autokorelacijas algoritms, kas labak izskaitlo opciju prémijas un

lauj tam maintties, vadoties p&c situacijas finansu tirgd.
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PROMOCIJAS DARBA REZULTATI UN SECINAJUMI

Promocijas darba merkis ir izstradat riska prognozesanas modelu uzbuivésanas
metodes un algoritmus, nemot véra noverojumu kludu atlikumu nelinearo sakaribu.
Metodes biitiba ir modelu konstru€Sana, nemot véra atlikumu korelacijas, ievérojot
,»Smagas astes” un ,augstas virsotnes” izlases sadalfjumos. Tadai neparametrisko
modelu uzbiives metodei, izmantojot kopulu blivuma funkcijas nosacitos momentus, ir
plass pielietojums finansu, makroekonomisko un apdroSinasanas laikrindu
prognozesana. Korelacijas izdaliSana modelu atlikumos un talaka modelu noveértéSana
lauj precizak noteikt atvasinato finansu instrumentu cenas.

Promocijas darba mérkis ir sasniegts, planotie uzdevumi izpilditi. legtti $adi
rezultati:

1. definéts neparametrisks Markova modelis, un izstradats §1 modela blivumu

atraSanas panémiens, izmantojot Arhiméda tipa kopulas.

2. Ar Markova modeli, kura izdalits korelacijas koeficients, ir parveidoti
GARCH(1,1) modela atlikumi un ieviesta atlikumu korelacijas ieklausanas
metode.

3. lIzstradata Hestona modela diskretizacijas metode.

4. Otraja punkta izmantotas metodes lietderibas parbaudei veikta GARCH(1,1)
konvergences parbaude uz stacionaritati un Gamma sadalfjumu, nemot véra
korelacijas koeficientu.

5. lzmantojot modeli ar autokorelacijas korekciju (2.punkts), tika parveidots
Bleka — Soulza opciju ceno$anas modelis un ar to saistitie opciju jutiguma
méri (“Option Greeks”). S1 pieeja lauj precizak izvertst cenas, nemot véra
aktivu ienesiguma “smagas astes”. Veikts autokorelacijas ieviesanas metodes
apkopojums, balstoties uz Tesla Motors Inc akciju opciju noteik$anas
tehniku un veicot Montekarlo imitacijas sagaidamajam svarstigumam, ka ari
opciju parcenosanu. Noteikta sisteéma palidz pilnigak izzinat finansu tirgus
situaciju, opciju cenas un izdarit pamatotus lémumus attieciba uz akciju vai

opciju pirkSanu vai pardoSanu.

No rezultatiem izrietoSie galvenie secinajumi:

1. stohastisko modelu parveidosana diskrétaja laika dod iesp&ju noteikt modela
atbilstibu novérojumu datiem, kas savukart palielina prognozes precizitati.

2. Nelinearie (neparametriskie), uz kopulam bazetie Markova modeli lauj
modelét dazada veida atkaribas — uz sadalijuma centru vai “astém” (t.i.

linearas, nelinearas, asimetriskas u.c.).
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3. GARCH(1,1) modela ar autokorelétajiem atlikumiem konvergence uz
stacionaro atrisinajumu ir atkariga no korelacijas koeficienta vértibas — jo §1
vertiba lielaka, jo vajaka ir konvergence.

4. Modelu atlikumu korelaciju novértésana palidz noteikt atvasinato finansu
instrumentu cenas.

Promocijas darba izvirzitas t€zes ir apstiprinatas.

Darba aprobacija veikta, prezentgjot darba rezultatus 14 starptautiskas
zinatniskas konferenc€s un seminaros, public§jot 10 zinatniskas publikacijas
starptautiskos zinatniskos izdevumos, pielietojot metodes Latvijas Republikas
Valsts kas€ kops 2008. gada. Izstradatas metodes dazadu finansu risku

parcenosanai lieto AS “Swedbanka” kops 2012. gada.
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PIELIKUMI
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1. Pielikums, (Finansu laikrindas un serijveida koreldacijas)

VWA
VWA
300
90
250 | 80 |
70
200
60 |
150 50 -
! 'K\ |
100 40
N G
50 | WA
\ 20 | w hm\, %
WL A
ot T
2005 2006 2007 2008 2009 2010 07M07 08MO01 08M07 09MO01 09M07 10MO1 10MO7
Sample: 3/27/2007 1012172010 Fa"'”gleé SEmDUt.? 10{291&1201 v
Included obserations: 902 neluded ohsenatons
Autocorrelation  Partial Correlation AC PAC  G-Stat  FProb Autocortelation  Parial Carrelation AC PAC Q-Stat Prob
| ] | | 1 0877 0877 8448 0000 o o 1-0130 -0130 15359 0.000
[} —] I} 2 0960 0118 16996 0.000 o o 2 -0108 -0.135 24.365 0.000
[ E— a 3 0948 0113 25146 0.000 4 n 3 0.033 0002 26.370 0.000
[ e— n 4 0934 -0.012 33069 0.000 o or 4 -0.099 -0.110 35173 0.000
L) S— u] 5 0925 0098 40840 0.000 i} i 5 0.048 0023 37.247 0.000
) — n 6 0913 -0.030 48423 0.000 Lil o 6 -0.0587 -0.075 40228 0.000
= ] 7 0904 0083 55863 0.000 [ ! 7 -0.046 -0.056 42194 0.000
) — n 8 0896 0.043 63192 0.000 [l o 8 -0.026 -0.072 42820 0.000
) — i) 9 0890 0061 70420 0.000 11 il 9 0.021 0002 43220 0.000
) E— | 10 0.883 -0.008 77563 0.000 [im] a 10 0146 0130 62711 0.000
| — o 11 0870 -0.129 84481 0.000 i | 11 000 004 BLT11 0000
] | LE 12 0.857 -0.046 91215 0.000 i 0 19 .0049 -00%0 645929 0000
::I : : 13 0.845 0012 87772 0.000 i i 1% -0.014 -0.025 E5.108 0.000
—— 14 0835 0020 10417, 0.000 W | 14 0.034 0.042 66192 0.000
L) — | n 16 0.823 -0.045 11040, 0.000
1 Ll 14 -0.037 -0.037 &7.461 0.000
[ — " 16 0.813 0032 11647, 0.000
i} ! 16 0.046 0.060 £9.373 0.000
) — ! 17 0.800 -0.063 12237. 0.000 W0 , 17 0024 0.049 B8.887 0.000
= ! 18 0.787 -0.053 12808, 0.000 } 0 : . . :
= i 19 0776 0.020 13364, 0.000 . 18 -0.084 -0.026 73.658 0.000
== ' 20 0762 -0.052 13901, 0.000 . ! 13 0.071 0047 78312 0.000
] —] i 21 0748 -0.015 14418, 0.000 ' ' 20 0.014 0.011 78481 0.000
= 1] 27 0737 0046 14923000000 o ! 21 -0.071 -0.038 23196 0.000
| — | i 23 0724 -0.028 15408, 0.000 " n 21 0.032 0023 84188 0.000
L) — i 24 0715 0.059 15884, 0.000 o o 23 -0.079 -0.067 89.922 0.000
[ — m 25 0707 0.033 16348 0.000 1 i 24 -0.017 -0.043 90181 0.000
= o 26 0.694 -0.075 16797, 0.000 ] il 25 0.094 0070 98313 0.000
= i 27 0.684 0024 17232 0.000 L i 26 -0.046 -0.033 100.25 0.000
[ m— o 28 0.669 -0.074 17650, 0.000 i} il 27 0.081 0088 10833 0.000
= ! 29 0.654 -0.059 18049, 0.000 [Nl | 28 0.033 0.055 107.35 0.000
[ — | n 30 0.642 0.047 18435 0.000 o 1 29 -0.078 -0.058 113.08 0.000
] —] i 31 0628 -0.010 18804, 0.000 11 it 30 0038 0002 114.44 0000
= ! 32 0613 -0.058 19156, 0.000 1 | 31 0.024 0058 11496 0.000
== i 33 0600 0.003 19484, 0.000 i 0 27 .0.035 -0.013 11644 0000
| — :]' gg gggg ggg? 123?132 gggg i | 33 -0.025 -0.016 11671 0.000
1 36 D.STD -D.DDQ 20441' D.DDD O g 34 -0.093 -0.085 12484 0.000
i} ol 35 0.050 0.001 12717 0.000
gl i 36 -0.004 -0.03% 12718 0.000
MUl Hypothesis: WA has & unit root MNull Hypmh.asls D{_VWyA) has a unitroot
Exogenous: Constant Exogenous: Constant
Lag Length: 2 (Automatic based on SIC, MAXLAG=20) Lag Lengih: 1 {Aulomatic hased on S1C, MAXLAG=20)
+Statistic Prob* +Statistic Prob®
Augmented Dickey-Fuller test statistic -2.520692  0.1108 Augrmented Dickey-Fuller test statistic -25.50606  0.0000
Test critical values: level -3.437401 Test critical values 1% level -3.437401
5% level -2.864542 5% level -2.564542
10% level -2.568422 10% level -2.568422
*MacKinnon (1996) one-sided p-values *Mackinnon (1996 one-sided pvalues
Augmented Dickey-Fuller Test Equation Augmented Dickey-Fuller Test Equation
bependent Variahle: DE_itia Dependent Warlahle: D{_\WiA,2)
method: Least Squares Wethod LeaslSqua‘res '
Date: 10/2210 Time: 11:29 Dato 102910 Time. 11-31
Sarmple (adjustedy: 3/30/2007 1042172010 ol g !
Included observations: 883 after adjustments ample (adjusted: 3/30/2007 1072172010
Included observations: 899 after adjustments
Variable Coeficient Stel. Errar t-Statistic Prok variable PE— [ T Prob
_WAECT) -0.017440 0008918 -2.520892  0.0119
DA -0.1366ET 0.033265  -4.109041 0.0000 DLAWACTD) -1.270943 0.049829 2550606 0.0000
D{_VWAL-2Y) -0.117250 0.033177  -3.534047 0.0004 DLVWALT),2) 0124712 0.033143 3.TB2TTE 0.0002
c 0507373 0.216561 2347864  0.0194 c 0006798  0.086643  0.078476  0.9375
R-sguared 0.039019  Mean dependent var 0.0048928 R-sguared 05871769 Mean dependent var -0.000567
Adjusted R-sguared 0.035797 S.0. dependentvar 2637726 Adjusted R-sguared 0570813 S.D.dependentvar 3965374
S.E. of regression 2.590084  Akaike info criterion 4. 745697 S.E. of regression 2587811  Akaike info criterion 4750547
Sumn sguared resid 5004135 Schwarz eriterion 4.76T060 Sum squared resid B046.763 Schwarz criterion 4.TBESET
Log likelihood -2129.181  Hannan-Quinn criter 4.753858 Log likelihood -2132.371  Hannan-Quinn criter. 4 T5EEET
F-statistic 1211318 Durbin-Watsan stat 1.897923 F-statistic 5991637  Durbin-wWatsan stat 1.999489
ProbiF-statistic) 0.0000o00 ProbiF-statistic) 0.000000
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Dependent Variahle: Wi

e 8 2 8 L s s | i i 1 St ) i s |

DependentVariahle: DAy
Method: Least Squares
Date:10/22M0 Time: 11:37
Sample ¢adjusted): 41162007 1072142010
Included observations: 884 sfter adjustments
Convergence achieved after 3 iterations

Wethod: LeastSquares variable Coefficient Std. Error t-Statistic Frob
Date: 1002210 Time: 11:32 c 0.008446 0.060573 0133416 0.8892
Sample (sdusted): 31282007 1012172010 PRE UO3ers Oosties  1asaoie 0o
Included obsewanons: 901 aﬂ_eradj_ustmems AARngE,U)) gég;?gg gggj] g; g gg;ggg ggggé
Comvergence achieved after 2 iterations AR(S) -0.053933 0034338 -1 570623 01166
AR(TY -0.059266 0.034285 -1.728626 0.0842
Variahle Coeficient  St.Emar  tStafisfc  Prob. AR OD04bes 0034541  0i4s0o0 0995
AR -0.112299 0.034173 -3.286231 0.0011
AR -0.006772 0.034184 -0.198107 0.8430
AR(TY (996586  0.002800 3558726  0.0000 AR(Z) -0.138733 0.034154  -4.081274 0.0000
AR -0.154574 0.033779 -4 576062 0.0000
R-squared (956365 hiean dependentvar 28 46T R-squared 0.075864 Mean dependentvar 0.008470
Adusted Resquared 0956365 5D depsndentvar 126081 GRRRRTAUEE DRl L enen 4737563
5.E. ofreqrassion 2633196 Akaike info criterion 4775383 Surn sguared resid 5770576 Schwarz criterion 4.807600
Sum squared resid 5240347 Schwarz criterion 4780714 08 iketnnod TANgI B4 Dannar Guinn oriter g iEar
Log likelihoad -2150.310 Hannan-Quinn criter. 4777419 Prob(F-statistic) 0.000000
Durbin-Watson stat 2255340 Inverted AR Roots T4 Ba+.500 B9-.500 27
.25+.831 .25-830 - 26+ 780 -.26-.78i
Irvertad AR Roots 100 -B3-13i -B3+13i -B3+510 -B3-.510
i e L
Method: Least Souares
Date: 102210 Time: 11:44
Sample (adjustedy, 3292007 107212010
Included abservations: 300 afer adjustments
Corvergence achieved afer 3 iterations
Wariahle Coefficient ~ Std.Emor  tGtatistic  Prab.
AR(T) 0020916 0033062 -3929438  0.000
R-aquared 0.016882  Mean dependantvar 0.005078
Adjusted R-squared 0.016882 5.0. dependentvar 1636262
S.E. of ragression LE13976  Akaike info criterion 4 TH0GE6
Sum squared resid B142467  Schwarz eriterion 4.THE022
Log fikelihood -2141.309  Hannan-Quinn critar, 4762725
Durhir-Watson stat 1032530
Imierted AR Roots -13
300
Series: RESID
) - Sample 3/27/2007 1012112010
0 Observations 902
2004 I Mean 0.023409
Median -0.177485
Maximum 1817161
150 Minimum ~-17.35701
M Std.Dev.  2.6530%6
1004 Skewness  0.774449
Kurtosis 13.16860
50 Jarque-Bera  3976.296
Probabiity  0.000000
Oﬁ\‘ﬁmwu‘u L B B e
50 00 5 0 5 10 15

function [S,t,fh] = GBM fcn

%% geometric brownian motion
o
o
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oo

[s,t] = GBM fcn (mu,sigma,SO,N,T,dt)

% returns

% S - matrix of Wiener process paths
% t - corresponding timebase

% where

% mu - mean

oe

sigma - volatility

SO0 - intial value of Stock
N - number of paths

T - stop time

dt - timestep

o° o o° o o°

o°

Given mu, sigma dt and SO we generate random stock path and
create a histogram of the final prices. We create the return
series by using the formula:

o3

°

o°

o°

% S (n+l) = S (n)*exp ((mu-sigma”2/2)*dt + sigma*dW*sqgrt (dt))
; Example

; [StockPaths, Timebase] = GBM fcn (.5,.4,50,100,2,1/500);

; see also

% randn

$% Define Variables

if nargin < 1 || isempty (mu)
mu = .4;

end

if nargin < 2 || isempty (sigma)
sigma = .6;

end

if nargin < 3 || isempty (SO0)
S0 = 100;

end

if nargin < 4 || isempty (N)
N = 500;

end

if nargin < 5 || isempty (T)
T = 1;

end

if nargin < 6 || isempty (dt)
dt = 1/1000;

end

M = floor (T/dt); % Number of steps to take

o\

% Generate the Wiener process

take the random numbers created in dS and insert into the
bottom M-1 rows of the S matrix, so that we can use
cumulative product on S to generate the return paths and
avoid using a for loop over the rows.

o° o o°

o°

S = SO0*ones (M,N); % Initialise S matrix
dS = nCreateProcess (M,N);
% take the random numbers created in dS and insert into the
$ bottom M-1 rows of the S matrix, so that we can use
% cumulative product on S to generate the return paths and
% avoid using a for loop over the rows.

S (2:end,:) = dS;
Create final paths using cumulative product
= cumprod (S);

oe

[6p]
I



dW = randn (M-1,N); % generate Wiener process

% Create dS according to equation
dS = exp ((mu-sigma”~2/2)*dt + sigma*dW*sqgrt (dt));

end

%% Plot the results
t = [1:M]*dt; % # ok

plot (t,S)

xlabel (' Time')

ylabel (' Value')

title (' {\bf GBM Model of Asset Paths}')

%% Plot Histogram of final wvalues

figure

hist (S (end, :),25)

xlabel (' End Value')

ylabel (' Number of Paths')

title (' {\bf GBM Model of Asset Paths}')
fh = @nCreateProcess;

end

Matlab programma koreldcijas koeficienta attelosSanai Hestona modeli:
S0=10;V0=.01;r=0;k=2;theta=.01;sigma=.1;delT=.02;rho=-0.9;
numberOfSimulations=1000000;

iI=1:numberOfSimulations;

NormRandl=randn(1,numberOfSimulations);
NormRand2=randn(1,numberOfSimulations);
S=zeros(1,numberOfSimulations);VV=zeros(1,numberOfSimulations);
V(i)=VO0+k*(theta-V0)*delT+sigma*sqrt(V0)*...(rho*NormRand1+sqrt(1-
rho”2)*NormRand2)*sqrt(del T);V=abs(V);%preventsnegativevolatilities
S(1)=S0+r*S0*del T+S0*V.~(0.5).*NormRand1*sqrt(delT);

0.06

— =09
- —-=p=0

<
- = p=-08|-

005F

004+

0.02F

0.01F
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2.Pielikums. (Neparametriskas regresijas un to definésanas veids ar kopulam)

Plot[NIntegrate[-1/t (1/8.68 Log[t]-(1/8.68 Log[t] (Exp[8.68]-1))/((1-1/t)
(Exp[8.68]-t))+t/(Exp[8.68]-t))*2 ((1-Exp[-8.68]) Exp[-8.68 V] 1/t)/(1-Exp[-
8.68]-(1-1/t) (1-Exp[-8.68 v]))"2,{t,1,Exp[8.68]}],{v,0,1}]

0.2 04 0.6 0.8 1.0

0.001
10002 |
1 0.003 |
1 0.004 |
$0.005 |

1 0.006 |

Plot[NIntegrate[1/ t (1/8.68 Log[t]-(1/8.68 Log[t] (Exp[8.68]-1))/((1-1/t)
(Exp[8.68]-t))+t/(Exp[8.68]-t))* ((1-Exp[-8.68]) Exp[-8.68 v] 1/t)/(1-Exp[-8.68]-
(1-1/t) (1-Exp[-8.68 v]))>{t,1, Exp[8.68]}],{V,-4,4}]

R

Normalas kopulas C(u,v) , nosacitas sadalijuma funkcijas C,(u,v) un blivuma

funkcijas c(u,v) attélu iegiisanai, kad a = —0.5
with(plots):
with(stats):
a:=-0.5;
normicdf:=x->statevalf[icdf,normald](x);
plot([normicdf(x)],x=-3..3);

a:=-5



normicdf := statevalf .
icdf, normald

24

-3
C:=(u,v)->int(int(1/(2*Pi*sqrt(1-a*a))*exp(-1/(2*(1-a*a))*(s"2-2*a*s*t+t"2)),s=-
infinity..normicdf(v)),t=-infinity..normicdf(u));

normicdfu) normicdfv) { 82—2ast+t2J

2

1e 2-2a
C=(uv)—> = - ds dt

plot3d(C(u,v),u=0..1,v=0..1);

contourplot(C(u,v),u=0..1,v=0..1);

0.4

0.2 \\\

0.2 0.4 0E 08
u

contourplot(C(u,v),u=0..1,v=0..1,contours=25);
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Cl:=(u,v)->int(1/(sqrt(2*Pi)*(1-a*a))*exp(-(s-a*normicdf(u))"2/(2*(1-a*a))),s=-

=

infinity..normicdf(v));
normiet) [ (s anormicau))?
2-2a

N

_ e
Cl:=(uv)> Jﬁ(l—az) ds

plot3d(C1(u,v),u=0..1,v=0..1);
SR

>
S S

L~
SRS ITILLIELIH
e o
9% a0 0 e e %
SISRIIHELX
L "’"’Q*’%ﬁ* 7

contourplot(C1(u,v),u=0..1,v=0..1);

0.8] "

RN\

0.2 ~— N

contourplot(C1(u,v),u=0..1,v=0..1,contours=25);
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c:=(u,v)->1/((1-a"2)"(1/2)*exp((@”*2*normicdf(u)*normicdf(u)-
2*a*normicdf(u)*normicdf(v)+a*2*normicdf(v)*2)/(2*(1-a"2))));
1

a2 normiccffu)2 — 2 anormicdfu) normicdfv) + a2 norm icttfv)2
5 2-2a?

c:=(uv)->

l1-a“e

plot3d(c(u,v),u=0..1,v=0..1);
-1

1.5
1.
05
057 L
0

602 04 08 08 30
U

contourplot(c(u,v),u=0..1,v=0..1);

A o

Z \\\

NN
\s\ /ﬁ
E N \ { /’/

|
IL|
0.2 0.4 06 0.8
u

0.8+

0.6

contourplot(c(u,v),u=0..1,v=0..1,contours=25);,
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A

0.4

0.2 04 06 06
u

contourplot(c(u,v),u=0..1,v=0..1,contours=55);

i
= f/{))f \
=

-
0ol }Jm\
Y

N

i
i

=
P

7

0.6

v
W\ =
&\\x\\ .

z
W

0.2 04 06 08

U
Solve [((1/x)*(1-Exp[-x*12.13256]*(1+12.13256*x))+0.5*(324.7*324.7-
12.13256*12.13256)*x*Exp[-x*12.13256])/(1-(1-312.5674*X)*EXp[-
x*12.13256])[16.51968,X]
Solve::tdep : The equations appear to involve the variables to be solved for in an
essentially non-algebraic way. [
NSolve[(52641.4 [1(-12.1326 x x+(1-[1(-12.1326 x (1+12.1326 x))/x)/(1-[1(-12.1326 X
(1-312.567 x))[16.51968.x]

150

100 -
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3.Pielikums. (Sadalijuma meklésana datiem energetika)

Datums T2139
09.04.1979 242 Bin Frequency Cumulative % Histogram
11.04.1979 84,2 0,1 2 1,26%
13.04.1979 11,4 7,648837209 1386 74,02% 1600 120,00%
16.04.1979 16 15,19767442 385 94,23% .
18.04.1979 16,4 22,74651163 75 98,16% 100,00%
20.04.1979 538 30,29534884 16 99,00%
23.04.1979 42 37,84418605 7 99,37% 1200
28.04.1979 8,6 45,39302326 4 99,58% 80,00%
03.05.1979 4,6 52,94186047 1 99,63% 1000
07.05.1979 Iy 60,49069767 2 99,74% g
11.05.1979 10,2 68,03953488 1 99,79% g 80 60,00%
14.05.1979 9,2 75,58837209 1 99,84% £
15.05.1979 88 83,1372093 0 99,84% 600 20,00%
18.05.1979 6 90,68604651 1 99,90%
21.05.1979 4 98,23488372 0 99,90% ao0 1 |
25.05.1979 54,8 105,7837209 0 99,90% 20,00%
28.05.1979 15,8 113,3325581 0 99,90% 200
04.06.1979 8,2 120,8813953 0 99,90% I
06.06.1979 7,5 128,4302326 0 99,90% 0 T T e T T T T T T 0,00%
08.06.1979 438 135,9790698 0 99,90% SIEN238388F2gbIgeaagg
12.06.1979 12 143,527907 0 99,90% PRRS38REReRNBLEE8 A 883
3R IRBaSaImIBERE I8
T T T T aReEKs SRAAETERRRENAER
22.06.1979 10 166,1744186 0 99,90% B
25.06.1979 14,4 173,7232558 0 99,90% M Frequency =B Cumulative %
29.06.1979 3 181,272003 0 99,90%
02.07.1979 94 188,8209302 0 99,90%
06.07.1979 12 196,3697674 0 99,90% a=z 12,13256 312,5674
03.09.1979 21 203,9186047 0 99,90% b= 324,7
10.09.1979 2,2 211,4674419 0 99,90% Xmean= 651968
17.09.1979 41 219,0162791 0 99,90%
24.09.1979 28 226,5651163 0 99,90%
01.10.1979 28 234,1139535 0 99,90%
08.10.1979 2,2 241,6627907 0 99,90%
16.10.1979 18 249,2116279 1 99,95%
22.10.1979 26 256,7604651 0 99,95%
29.10.1979 2,4 264,3093023 0 99,95%
05.11.1979 18 271,8581395 0 99,95%
12.11.1979 2 279,4069767 0 99,95%
Gumbel, independence case
=
el
© _|
o
. @
oY o
x
=
©
E = .
Joo
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o
o
o

r_matrix[1, ]
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Gumbel, Positive dependence

1.0

[2.]
0.6
|

r matrix

04

r_matrix[1, ]

Sub countnumbers() KS-test

With Sheets("Rezults 1201")
Forj=16 To 25

Fork=5To 14

1=0

Fori=2To 1905

If .Cells(i, 5).Value <= .Cells(k, 15) And .Cells(i, 5).Value > .Cells(k, 14) And .Cells(i, 4).Value <= .Cells(4, j) And
.Cells(i, 4).Value > .Cells(3, j) Then
I=1+1

Cells(k, j) =1

End If

Next i

Next k

Next j

End With

Test Kolmogorov
Clayton 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
0 0,1 0,021398 0,038848 0,05215 0,0691  0,072771 0,080586 0,08124 0,089714 0,095584 0,092608
0,1 0,2 0,033568 0,059482 0,081077 0,120478  0,131595 0,149019 0,159527 0,174016 0,185335 0,191552
0,2 0,3 0,055317 0,085301 0,118726 0,16072 0,18426 0,21451 0,23093 0,248706 0,272358 0,29472
0,3 0,4 0,070156 0,114142 0,16072  0,208309  0,236101 0,27662 0,309315 0,339878 0,364395 0,39472
0,4 0,5 0,076995 0,124203 0,183204 0,236101 0,28195 0,333103 0,374235 0,413115 0,4532 0,49472
0,5 0,6 0,082698 0,151131 0,21451 0,277676  0,328879 0,395119 0,437748 0,491932 0,547357 0,598944
0,6 0,7 0,08124 0,161639 0,231986 0,308259  0,368955 0,438804 0,503341 0,569145 0,633238 0,68944
0,7 0,8 0,091826 0,174016 0,25293 0,333543  0,411003 0,495099 0,564921 0,637523  0,714088 0,78944

0,8 0,9 0,087136 0,183223 0,27447 0,367563 0,45848 0,546301 0,633238 0,71092 0,80264 0,888384
0,9 1 0,093664 0,19472  0,295776 0,392608  0,495776 0,596832 0,691552 0,78944 0,884161 0,966209
Test Kolmogorov 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
Frank 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

0 0,1 0,006494 0,0245 0,040727 0,060861  0,067322 0,077336 0,079573 0,089066 0,095464 0,092608
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0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

Test Kolmogorov

Gumbel

01
0.2
03
04
0,5
06
07
038
0,9

0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

0,01922
0,043895
0,061917
0,071546
0,079448
0,079573
0,091178
0,087016
0,093664

0

0,1
0,008333
0,002117
0,020711
0,039855
0,052499
0,064523
0,069256
0,085395
0,085096
0,093664

0,04621
0,07605
0,109156
0,122742
0,152102
0,16388
0,17643
0,184842
0,19472

0,1

0,2
0,001882
0,008439
0,035086
0,070207
0,089158
0,125879
0,145903
0,166567
0,181807
0,19472

0,071826
0,114512
0,161603
0,188067
0,221741
0,239823
0,259656
0,278517
0,295776

0,2

0,3
0,005625
0,022162
0,061076
0,111118
0,144825
0,188291
0,217271
0,247738
0,275351
0,295776

0,115492
0,161603
0,214978
0,247173
0,291112
0,321741

0,34471
0,374168
0,392608

0,3

0,4
0,019468
0,05806
0,100794
0,158365
0,199436
0,254926
0,298142
0,333134
0,372062
0,392608

0,130133
0,189123
0,247173
0,297765
0,347173
0,387011

0,42591
0,467322
0,495776

0,4

0,5
0,021695
0,068615
0,125729
0,189772
0,250878
0,313114
0,366342
0,417473
0,467718
0,495776
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0,14999
0,221741
0,290056
0,351397
0,416034
0,459491
0,512324
0,556637
0,596832

0,5

0,6
0,029202
0,087618
0,160167
0,237019
0,310769
0,389253
0,446158
0,51026
0,561261
0,596832

0,161768
0,238767
0,322797
0,392291
0,458435
0,524015
0,582386
0,643895
0,691552

0,6

0,7
0,030373
0,101341
0,18299
0,278987
0,363268
0,444272
0,522805
0,590376
0,654805
0,691552

0,17643
0,255432
0,351046
0,428022
0,509156

0,58661
0,652546
0,720276

0,78944

0,7

0,8
0,039992
0,120343
0,208981
0,320954
0,415766
0,51302
0,602621
0,674715
0,7399
0,78944

0,186954
0,276405

0,371
0,462043
0,557693
0,643895
0,723444
0,808606
0,884161

0,8

0,9
0,047499
0,137234
0,242363
0,358697
0,471433
0,584935
0,682436
0,764335
0,83978
0,884161

0,191552
0,29472
0,39472
0,49472

0,598944
0,68944
0,78944

0,388384

0,966209

0,9

1
0,046558
0,149901
0,275745
0,403832
0,530268
0,654738
0,755916
0,853954
0,934379
0,966209



4.Pielikums. (GARCH(p,q) modelis ar autokorelétajiem atlikumiem)

J.Carkova stohastiska aproksimacija:

{% = f,(x(t), y(t)) + & f,(x(t), y(t))

X(t) = X(t=) + & g, (X(t=), Y(t-)) +&° g, (x(t-), y(t-))

Metode:

[Ln](Y, o z)lim{V(Y(”A)’Gz(t+A)’Z(t+A))V(Y,GZ,Z)l }
Y Ao A

|Y (t)=Y,6%(t)=c2,Z(t)=Z

WY,02,2)=v,(Y, 0% )+ v (Y,6%,2)+h-v,(Y,02,Z )+ o(h)

L(hyv—"22 Loy,

Qu(z)= E{u(pZ + \/1—75)}— u(z)

L(h\(Y, o)=Ly, (Y, o%)+O(vh)

vl(Y,O'ZZ):{ﬁaz D, + 0% /1’2_(/2; _12 DLZ}VO(Y,JZ)

LoV, (Y, 02 )= CO'ZD\'(VO(Y,O'Z)+%2]1'1L—£ DIV, (Y, o2 )+

+((a)—90'2)+ Glzf‘;fzJD;zvo(Y,azﬁ%“zigj D", vV, 5?)
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L(h)\/z%@+

=co?DV,(Y, 0% )+ (@607 D! v, (Y, 07 )+

4 ZE((pZ+W§)Z—1j

+%2E(p2 Jm/l—,ozg)2 D;'YVO(Y,GZ)+“2“ >
+ o0E (,OZ +1/1J§p2§)2 _1(pZ N /l—pzf)D:GZVO(Y,GZ)-I-
+aE(pZ +\/1—p2§)D\'(Vl(Y,O'2,pZ +w/1—p2§)+

+o2E (pz il Vljipzé)z -1 D;zvl(Y,O'Z,pZ +1/1—p2§)+

+Qv2(Y,o-2,Z)+O(«/ﬁ)

D", vo(Y,0?)+

dy =co’dt+o | Lot
1-p
2 2
do? :[a)—az(ﬁ—az L 2Ddt+o-2a 2w, 1)
1-p 1-p

Theoretical density function of sigma squared for different
4 - values of correlanion

2,5 -

1,5 4

1,7 1,9

—(.1
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5.Pielikums. (Apskatitas modelesanas un prognozésanas sistemas apraksts)

Standard Deviation !nnovation

Return

Tesla akcijas aprakstosas statistikas

Mean 0,00281154
Standard Error 0,00137313
Median 0,00150651
Mode 0
Standard Deviation 0,03910419
Sample Variance 0,00152914
Kurtosis 11,1546148
Skewness 0,90254713
Range 0,55501823
Minimum 0,21477161
Maximum 0,34024662
Sum 2,28015903
Count 811
Gamma(k, tetta)
tetta 0,54387912
k 0,00516942
Innovations
0.5 = =
O W M iy A\ uw‘ mf»% e Jv‘ A M«%u‘w var‘y"u”v“ 4 mmv‘w‘w’“w‘rn y‘ st /LJWVVAAM/’\VJM\]MY ‘W”V\Wru V’”wy“wv’” oo " VA i JL\JWWF'N%% ************ -
-0.5 - - - - - - - -
100 200 300 400 500 600 700 800 900
Conditional Standard Devations
MMMWWMMM$
300 400 500 600 700 800 900
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0.5 : :
O thephnsy MM W Mm«w I A TP P Mpserfy oo egbpsstinmwafy Ay Wﬂhﬁmﬁ—# ————————————— -+
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151



0,14

0,12

0,1

0,08

0,06

0,04

0,02

Xt-1,Xt

0,14

2
2
2
-t Yo
*
L J 2
*® * *
0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12
& Xt-1,Xt

152




LITERATURAS SARAKSTS:

How

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Shannon, C.E. (1948), A Mathematical Theory of Communication, Bell System
Technical Journal, 27, pp. 379-423 & 623-656.

Manyika, James; Chui, Michael; Bughin, Jaques; Brown, Brad; Dobbs, Richard,;
Roxburgh, Charles; Byers, Angela Hung (May 2011) Big Data: The next frontier
for innovation, competition, and productivity.

Fuller, W.A. (1976) Introduction to Statistical Time Series. Wiley, New York.
Pesaran, M.H. and Potter, S.M. (1997) A floor and ceiling model of US output.
Journal of Economic Dynamics and Control 21, 661-695.

Robinson, P.M. (1991) Testing for strong serial correlation and dynamic
conditional heteroskedasticity in multiple regression. Journal of Econometrics
47,67-84.

Drost, F.C., Klaassen, C.A.J. and Werker, B.J.M. (1997) Adaptive estimation in
time series models. Annals of Statistics 25, 786-817.

Seo, B. (1999) Distribution theory for unit root tests with conditional
heteroskedasticity. Journal of Econometrics 91, 113-144.

Engle, R.F. (1982) Autoregressive conditional heteroskedasticity with estimates
of the variance of U.K. inflation. Econometrica 50, 987-1008.

Auestad, B. and Tjestheim, D. (1990) Identification of nonlinear time series:
First order characterization and order estimation, Biometrika 77: 669-687.
Bierens, H. J. (1987) Kernel estimators of regression functions, Advances in
Econometrics, Cambridge University Press.

Granger, C. and Teroasvirta, T. (1992) Modeling Nonlinear Dynamic
Relationships, Oxford University Press, Oxford.

Priestley, M. B. (1988) Nonlinear and Nonstationary Time Series Analysis,
Academic Press, NY.

Tjestheim, D. (1990) Nonlinear time series and markov chains, Advanced
Applied Probability 22: 587-611.

Benedetti, J. K. (1977) On the nonparametric estimation of regression functions,
Journal of the Royal Statistical Society, Series B 39: 248-253.

Bollerslev, T. (1986) Generalized autoregressive conditional heteroscedasticity,
Journal of Econometrics 31: 307-327.

Andreson, T., Goodman, L. (1967) Statistical Inference About Markov Chain.
The Annals of Mathematical Statistics 38: 89-110.

Carkova, V., Swerdan, M. On mean square stability of linear stochastic
difference equations.Theory of Stochastic Processes, 11(27), 2005,6 — 11.
JIymenbckuid, S1.I1., Ynuaros B.B. (1986) Cratuctuueckoe olieHMBaHUE B CXEME
MapKOBCKHUX CiIy4alHbIX Omyxaanuil, Ctatucruueckue meronnl, Ilepm. VH-T.
[Tepms, 36 — 45.

Tsay, R.S. (1987) Conditional heteroscedastic time series models. Journal of the
American Statistical Association 82, 590-604.

Karanasos, M. (1999) The second moment and the autocovariance function of
the squared errors of the GARCH model. Journal of Econometrics 90, 63-76.
Lamoureux G.G., Lastrapes W.D. (1993) Forecasting Stock-Return Variance:
Toward an Understanding of Stochastic Implied Volatilities, Review of
Financial Studies, Vol6, N 2.

Kreiss, J.-P. (1987) On adaptive estimation in stationary ARMA processes.
Annals of Statistics 15, 112-133.

Ling, S. (1999) On the probabilistic properties of a double threshold ARMA
conditional heteroskedasticity model. Journal of Applied Probability 36, 1-18.

153


http://www.mckinsey.com/Insights/MGI/Research/Technology_and_Innovation/Big_data_The_next_frontier_for_innovation
http://www.mckinsey.com/Insights/MGI/Research/Technology_and_Innovation/Big_data_The_next_frontier_for_innovation

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

Resnick, S.I. (1997) Heavy tail modeling and teletrafic data. Annals of Statistics
25, 1805-1869.

Hannan, E.J. (1980) The estimation of the order of an ARMA model, Annals of
Statistics 8, 1071-1081

Fornari, F. and Mele, A. (1997) Sign-and volatility-switching ARCH models:
Theory and applications to international stock markets. Journal of Applied
Econometrics 12, 49-65.

Albert T. Bharucha-Reid. (1997) Elements of the Theory of Markov Processes
and Their Applications, Courier Dover Publications.

John C. Cox; Johathan E.Ingersoll, Jr,; Stephen A.Ross (1987) A Theory of the
Term Structure of Interest Rates, Econometrica, Vol. 53, No 2.

Bolder, D.J.(2001) Affine Term-Structure Models: Theory and implementations,
Bank of Canada Working Paper.

Feller, W. (1951) Two Singular Diffusion Problems, Annals of Mathematics, p.
173 —182.

Cont,R.(2001) Empirical properties of asset returns: stylized facts and statistical
issues, Quantative Finance.

Bouye,E., Salmon, M. (2002) Dynamic Copula Quantile Regressions and Tail
Area Dynamic Dependence in Forex Markets, London.

Chen,X., Fan,Y.(2006) Estimation of copula-based semiparametric time series
models. Journal of Econometrics.

Nelson, D.B. (1990) ARCH models as difusion approximations. Journal of
Econometrics, 441 1-2: 7|38.

Ait-Sahalia,Y., Kimmel, R. (2007) Maximum likelihood estimation of stochastic
volatility models. Journal of Financial Economics.

Darsow, W., Nguyen, B., Olsen, E. (1992) Copulas and Markov processes.
Ilinois Journal of Mathematics 36, 600—642.

Joe, H., (1997) Multivariate Models and Dependence Concepts, Chapman &
Hall/CRC.

Frees, E.W., Valdez, E.A. (1998) Understanding relationships using copulas.
North American Actuarial Journal 2, 1-25.

Embrechts, P., McNeil, A., Straumann, D. (2002) Correlation and dependence
properties in risk management: properties and pitfalls. In: Dempster, M. (Ed.),
Risk Management: Value at Risk and Beyond. Cambridge University Press,
Cambridge, pp. 176-223.

Sklar, A. (1959) Fonctions de r’epartition ’a n dimensionset leurs marges. Publ.
Inst. Statis. Univ. Paris 8,229-231.

Chen, X., Hansen, L.P., Carrasco, M. (1998) Nonlinearity and temporal
dependence. Working Paper,University of Chicago.

Chen, X., Fan, Y. (2004) Pseudo-likelihood ratio tests for model selection in
semiparametric multivariate copula models, Canadian Journal of Statistics.
Ajevskis V., Gutmanis N. (2002) Modeling of the Latvian Term Structure of
Interest Rate, 1st International Conference APLIMAT, p.p.47-52

Lee, S.-W. and Hansen, B.E. (1994) Asymptotic theory for the GARCH (1,1)
quasi-maximum likelihood estimator. Econometric Theory 10, 29-52.

Chen,X., Fan,Y. (2006) Estimation of copula-based semiparametric time series
models. Journal of Econometrics.

lImanen, Antti, (2012) Do Financial Markets Reward Buying or Selling
Insurance and Lottery Tickets? Financial Analysts Journal, September/October,
Vol. 68, No. 5 : 26 — 36

Taleb, N.N. (2013) No, Small Probabilities Are Not "Attractive to Sell": A
Comment. Financial Analysts Journal, January/February, Vol. 70

154



48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

Fjodorovs, J. (2014) Simulation of Option Prices Using GARCH Processes for
Autocorrelated Stock Returns. Proceedings of Journal of Applied Mathematics,
p. 151 — 158.

Egle, A., Matvejevs, An., Fjodorvs, J. (2012) Pricing of Financial Actives with
Serial Correlation in Returns. Scientific Journal of Riga Technical University.
Matvejevs,An., Fjodorvs,J. (2013) Revaluation of Estimated Option Prices
Using GARCH Processes with Most Preferable Properties. Scientific Journal of
Riga Technical University.

Egle,A.,Carkovs, J. (2009) On Continous Stochastic Modeling Of
Heteroskedastic Conditional Variance, Proceedings of Aplimat.

Carkovs, J. (2008) On Diffusion Approximation of Discrete Markov Dynamical
Systems. In Computational Geometry, Proceedings of World Academy of
Science, Engineering and Technology, Vol/ 30 pp.1-6.

Frees, E.W., Valdez, E.A. (1998) Understanding relationships using copulas.
North American Actuarial Journal 2, 1-25.

Chen, X., Hansen, L.P., Carrasco, M. (1998) Nonlinearity and temporal
dependence. Working Paper,University of Chicago.

Fjodorovs,J. (2012) Copula Based Semiparametric Regressive Models. Journal
of Applied Mathematics, Volume V, p. 241 — 248, ISIN: 1337-6365.

Wong,E. (1964) The Construction of a Class of Stationary Markov Processes.
Sixteenth Symposia in Applied Mathematics: Stochastic Processes in
Mathematical Physics and Engineering, Providence, RI, 264-76.

Lo, A., MacKinley, A. C. (1990) An Econometric Analysis of Non-Synchronous
Trading. Journal of Econometrics, No. 45, pp. 181-211.

Jokivuolle, E. (1995) Measuring True Stock Index Value in the Presence of
Infrequent Trading. Journal of Financial and Quantitative Analysis.

Stoll, H. R., Whaley, R. E. (1990) The Dynamics of Stock Index and Stock
Index Futures Returns.Journal of Financial and Quantitative Analysis, No. 25,
pp. 441-68.

Mezin, V. Option Pricing Model for Autocorrelated Stock Returns. Working
paper, Rutgers University.

Tsarkov, Ye. (J.Carkovs) (2002) Asymptotic methods for stability analysis of
Markov impulse dynamical systems, Nonlinear dynamics and system theory, 1,
No. 2.

Skorohod, A.V. (1965) Studies in the theory of random processes, AMS, USA:
Addison-Wesley publishing.

Skorohod, A.V.(1994) Asymptotic Methods of Theory of Stochastic Differential
Equations,3rd ed. AMS, USA: Providance.

Dimentberg, M. (1988) Statistical Dynamics of Nonlinear and Time-Varying
Systems. NY,USA: Willey.

Ball, C.A. and Roma, A.C. (1988) A jump diffusion model for the European
Monetary System. In J. of International Money and Finance, pp. 475-492.
Ann,C.M. and Thompson, H. (1988) Jump-diffusion process and term structure
of interest rates.In J. of Finance, 43, No. 3, pp. 155-174.

Arnold, Papanicolaou, L. G., and Wihstutz, V. (1986) Asymptotic analysis of
the Lyapunov exponent and rotation number of the random oscillator and
applications, In SIAM J. Appl. Math., 46, No. 3, pp. 427-450.

Fornari, F. and Mele, A. (1997) Sign- and volatility-switching ARCH models
theory and applications to international stock markets. In J. of Applied
Econometrics, 12, pp. 49-65.

Wong, E.(1964) The construction of a class of stationary Markov process In
(R.Bellman ed.), Proceedings of the 16th Symposia in Applied Mathematics:
Stochastic Processes in Mathematical Physics and Engineering, Providance, RI,,
pp. 264-276.

155



70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.
77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

Heston, S.L. (1993) A Closed-Form Solution for Options with Stochastic
Volatility with Applications to Bond and Currency Options: The Rview of
Financial Studies, Volume 6, Issue 2, pp. 327-343.

Buss, G. (2013) Robust time series forecasting methods.Thesis. Riga Technical
university.

Clive, W. J. Granger (2003) Time Series Concepts for Conditional Distributions.
Oxford Bulleten of Economics and Statistics, Volume65, Issuesl, Pages 689-
701.

Ane, Th., Kharoubi C. (2003) Dependence Structure and Risk Measure, Journal
of Business, Vol. 76, No. 3, pp. 411 — 438

Cech, C. (2006) Copula-Based Top-Down Approaches in Financial Risk
Aggregation.

Junker, M., Szimayer A., Wagner N. (2003) Nonlinear Term Structure
Dependence: Copula Functions, Empirics, and Risk Implications..

Savu C., Trede M. (2006) Hierarchical Archimedean Copulas. Munster.

Morone, M., Cornaglia A., Mignola G. (2007) Economic Capital Assessment via
Copulas: Aggregation and Allocation of Different Risk Types.

Natale, F., P. (2006) Optimization With Tail-Dependence and Tail Risk: A
Copula Based Approach For Strategic Asset Allocation.

Rosenberg, J., Schuermann, T. (2006) A General Approach to Integrated Risk
Management with Skewed, Fat-Tailed Risks, Journal of Financial Economics.
Vol. 79, pp. 569 — 614,

Tang, A., Valdez, E. (2006) Economic Capital and the Aggregation of Risks
using Copulas. Sydney.

Kole, E., Koedijk, K., Verbeek M. (2006) Selecting Copulas for Risk
Management.

Patton, A. (2006) Modelling Asymmetric Exchange Rate Dependence.
International Economic Review. Vol. 47, No. 2, pp. 527 — 556.

Hsu, Ch.-Ch., Tseng Ch.-P., Wang Y.-H. (2007) Dynamic Hedging with
Futures: A Copula-based GARCH Model.

Nelsen, R. (2006) An Introduction to Copulas. Second Edition. Springer. New
York.

@antamiuan, J[. (2008) DxoHOMeTpuueckuii aHanu3 (PUHAHCOBBIX JaHHBIX B
3aj1auax ymnpasieHus puckoM, [Ipukmannas sxoHometrpuka. Ne 2 (10), C. 91 —
13.

Mai,J., M. Scherer (2012) Financial Engineering with Copulas Explained.
Palgrave Macmillan UK.

[Menukac, I'.1., CumakoBa, B.b. (2009) YmpapneHue MpomneHTHBIM PHCKOM Ha
ocHoBe komynbl-GARCH mogeneit, [lpuknannas sxkonomerpuka, Ne 1 (13), ctp.
3-36.

Xank, 1. ., Yuuepn, /1. V., Paiite, A. JIx. (2003) busnec-mporHo3upoBaHue:
niep. ¢ anri. 7-e u3a. M.: Bunssimce, C. 506.

Makridakis, B., Andersen, A., Carbone, R., Fildes, R., Hibon, M.,
Lewandowski, R., Newton, J., Parzen, E., Winkler, R. (1982) The accuracy of
extrapolation (time series) methods: Results of a forecasting competition,
Journal of Forecasting, Vol. 1. Issue 2. P. 111-153.

Makridakis, S., Hibon, M. (1997) ARMA models and the Box-Jenkins
Methodology, Journal of Forecasting, Vol. 16. P. 147-163.

Yule, C. Udny. (1927) On a Method of Investigating Periodicities in Disturbed
Series, with Special Reference to Wolfer's Sunspot Numbers, Philosophical
Transactions of the Royal Society of London. Ser. A. Vol. 226. P. 267-298.
Tuxonos, 2.,1. (2006) MeTo1bl POTHO3UPOBAHMUS B YCIOBUAX PhIHKA. Y4eOHOE
nocobue, HesunHoMsbIcck, 221 c.

156


https://onlinelibrary.wiley.com/action/doSearch?ContribAuthorStored=Granger%2C+Clive+W+J
https://onlinelibrary.wiley.com/toc/14680084/65/s1

93. Box, G.E.P. and Jenkins, G.M. (1970), Time Series Analysis: Forecasting and

Control, San Francisco: Holden-Day.
94. Fisher, N. I. (1997). Copulas. In: Encyclopedia of Statistical Sciences, Update

Vol. 1, 159-163. John Wiley Sons, New York.

157



